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7.5 小 波 级 数 的 正 交 分 解 cere eee 


“小 波 ”(Wavelets) 是 日 前 在 许多 科学 和 工程 技术 聚会 中 的 一 
个 非常 广汉 的 话题 。 有 些 人 认为 小 波 可 以 作为 表示 序数 的 一 种 新 
的 基底 ;还 有 些 大 认为 小 波 可 作为 时 间 - 频 率 分 析 的 一 种 技术 ;而 
另外 有 些 人 则 把 小 波 看 作 是 一 个 新 的 数学 学 科 , 当 然 , 所 有 这 些 看 
法 都 是 正确 的 ,因为 “小 该 ?是 一 种 其 有 非常 丰富 的 数学 内 容 , 且 对 
应 用 有 所 大 潜力 的 儿 方面 适用 的 工具 .然而 , 像 这 样 的 学 科 仍 在 迅 
速 的 发 展 之 中 ,还 不 能 过 时 地 给 出 一 个 明确 而 统一 的 描述 。 本 书 的 
目标 是 适度 的 :打算 把 它 作为 关于 "小 该 分 析 "方面 的 一 本 导论 性 
著作 。 这 本 书 茎 是 为 大 学 高 年 级 学 选修 课 或 开始 学 习 研 究 生 课程 
的 数学 与 工科 各 学 科 的 学 生 写 的 ,也 是 为 希望 学 习 这 个 学 科 内 容 
的 数学 家 与 工程 师 写 的 ,对 于 专家 们 来 说 ,本 卷 书 可 作为 更 进一步 
的 专著 的 补充 读物 ,这 些 专 著 如 ,Yves Meyer 著 的 两 卷 本 : 
Ondelettes et Opérateurs; 作 者 主编 的 本 系列 从 书 之 一 ;Wavelets 一 一 
A Tutorial in Tneory and Applications; Ingrid Daubechies 著 的 即将 出 
版 的 CBMS 讲座 :Ten Lectures an Wavelets, 

因为 小 滤 分 析 是 一 个 比较 新 的 课题 和 方法 ,而 本 书 的 编排 体 
系 与 其 它 的 -上 节 有 些 不 同 , 所 以 本 章 的 电 的 是 要 概括 小 波 分 析 的 一 
般 思想 和 描述 本 书 所 得 包括 的 内 容 。 


l.l Fourier 分 析 到 小 波 分 析 
& 12(0,20) 3 ae Al (0.20) 上 上 定 久 的 所 有 可 潮 日 具有 


in | f(a) [dx <I 20 


HARRE. MF ARK Lebesgue 基础 理论 的 读者 ,假设 了 是 一 
个 分 段 连续 男 数 ,可 便 学 习 所 爱 影 响 最 小 。 以 后 总 是 假定 ， 
00.2x) 中 的 消 数 网 期 地 延 拓 到 袜 直 线 

IR := (— 00,00) 


四 :了 Cz) 一 了 xz 一 2x) 对 所 有 xz 成立 。 因此 ,集合 (00,2x) 常 称 为 2s 
冉 欣 的 平方 可 积 函 数 空 间 。 很 容易 验证 ,mm(0,2r) 是 一 个 向 量 室 
i}. £20,200 & fl— > f PA A> Fourier R RARA 


f@) = 了 ee (1.1.1) 
其 中 常数 c 定义 为 
C= | T aehd (i.l. 2) 
Zaj o 


它 称 为 子 的 Fourier BK. EAI. 1 DP. ART BU E FE 
£7C0, 290) FH , Be E 


„im | “W@) 一 De e™ |"da = 0 
在 Fourier 级 数 表 示 公 式 (1. 11) EE I A E, 
了 可 分 解 为 无 限 多 个 下 相 正 交 分 量 gtz) :一 ee” 的 一 个 和 ,其 中 正 
交 是 指 


,2 。 


有 (i. 3.3) 
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公 趟 人 .1.3) 成 了 是 个 重要 的 结论 ,然而 简单 的 事实 
wie) see ee tee me 1408 TG (1.4.59 
是 EEO 20) AAEE, Fourier BRAG. 1. 1) 的 第 二 
4S TRUE BY te: IR: TE 38 A Gee) TY FP BE a BY 
wir) r= e” fh, 1.6) 
的 " 脱 胀 ”生成 。 也 就 是 说 ,对 所 有 的 整数 .ww(7) 一 也 Gr) 2 PA 
凰 称 为 整数 有 瞄 胀 。 我 从 概括 -~ 下 这 个 值得 注意 的 事实 ;每 个 2z 周 
BY ty BER A BY AD RY AT A eg Be) = e7 的 整数 膨胀 钓 “二 加 "来 
生成 。 
我 们 还 注意 到 ,由 人 ,的 下 站 性 质 ,Fourisr 级 数 表示 公式 
Ch. Le EREE ANRH Parseval 恒等式 
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罕 , 还 可 以 说 ,每 个 2r 周期 平方 可 积 琐 数 是 基 画 数 wao 一生 的 整 
数 脱 胀 的 一 种 六 的 线性 组 合 。 
需要 再 次 强调 , 基 函 数 


wlr) = e = costr + ising 


是 一 个 “正弦 波 ”, 它 是 要 求生 成 所 有 2a 周期 平方 可 和 国 数 的 单 
Re. 对 于 县 有 在 天 的 绝对 值 的 任何 整数 x, 波 w= ean a 
的 “频率 ”所 对 于 具有 小 的 绝对 和 值 的 整数 >”, 波 CA) 
率 。 所 以 .在 天 人 (02z) 中 的 每 个 国 数 由 具有 各 种 频率 的 波 组 成 。 
"FSS GE TEE AS 及 ETAR s h E RD, 
数 了 满足 


很 明显 ,两 个 函数 空间 400,220 VORA. 特别 是 ， 
因为 (RR) 中 每 个 函数 (的 闹 部 平均 值 ) 在 土 呈 必 须 衰减 "到 零 ， 
PUJE GEDAM an PUR IRD, 事实 十 ,如 果 我 们 寻找 产生 
IR) 的 " 波 ”, 那 么 这 个 波 斌 在 士 加 壮 三 到 零 ; 并 且 对 于 所 有 的 实 
际 应 用 ,衰减 访 该 是 祖 快 的 , 即 , 我 们 寻找 小 的 波 , 或 小波 "以 生成 
I(T 民 )。 像 在 下 0,2 中 的 情 沈 ;那里 一 个 单个 省 数 w(tz) =" E 
成 整个 空间 RIA BA -个 单个 溺 数 名 来 生成 整个 (RY), 但 
JE UCR PAR ARR BCE ES Oe PRE? 
明显 的 方法 是 沿 R Be. 

S zZ 表示 整数 的 集合 


ZZ = fe, 0 
AT ¢, E EIA IR W AT A Sb 的 所 有 整数 平移 . 即 
pla --- kh), kE IZ 


像 在 正弦 波 情形 那样 ,下 面 还 必须 考虑 具有 不 同 频率 的 滤 . 由 于 种 
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HARA ZEGES. RITER E RAR” A, MT 
愿 洛 虚 频率 划分 为 连续 “ 倍 频 程 "(或 频带 ) 的 波 。 为 了 计算 的 有 效 
性 ,我 们 对 于 频率 划分 将 使 用 2 的 整数 僻 ; 也 就 是 说 ,我 们 现在 考 
虚 小 滤 


yx —h) FRED (1.4.8) 


BY BAe a C242 — kB] BR ES Ro — At 
膨胀 (好 2? BU A A — Ce / 2?) EE 

EH FATT RT eB ee OM BERR A it 
位 移 足 以 表示 VOR PHMARR. ATMS. RMSE ¢ 
产 牛 的 一 个 正 交 基 。 在 本 章 后 面 ( 见 1. 4 节 }. 我 们 将 引入 更 一 般 
的 “小 被 级 数 ”.。 
在 整个 这 本 书 中 ,我 们 使 用 下 述 记 号 表示 空间 PR 


< fig > := in f(x) g@de (1.1.9) 
lf ler=H< fp | (1, 1.16) 
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U FEZ e- E) lf = (f B | Or — k) Ka 
= 2 | 
因此 ,如 果 一 个 函数 ve VORA AMER. ABA. 
Pree) t= 2 ( Qe — kh) PREM CLD 
定义 的 所 有 函数 pott RARE E, 
{w= I¢ll,a=h j4EZ Q112 
在 本 书 中 ,定义 在 如 XxX 加 上 的 Kronecker FS 
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经 常 使 用 。 
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正 变 小 谈 的 最 简单 例子 是 用 
] 对 Or 1/2 
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定义 的 Haar 函数 。 在 1. 5 和 1.6 节 中 ,我 们 将 给 出 这 个 函数 一 -个 
简洁 的 讨论 。 其 它 的 正 交 小 波 将 在 第 七 章 中 详细 研究 。 

会 式 上 1 上 15 中 了 的 级 数 表 示 称 为 小 波 级 数 。 类 似 于 在 公式 
{1, 1. 2) 中 Fourier 系数 概念 ,小 流 系 数 cj: 由 


Che =< LiPo => Cl 1. 170 
od, Bl WARE 严 ( 玉 ?上 的 一 个 积分 变换 玉 , 为 


— b, dz 
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WD oa ee fale] sad wee 
fE LORY) (1. 1. 18) 
那么 :公式 (115) 和 (4 117g uk BEE 


Cre = WS? gp (1.1.19) 


线性 变换 W, PRA PAE h “FR Sp RR”, AL FD 
BBC) YS i BR HF FAS) DR RE A A — EK a — 2” 
AJTE ie =k 2 计算 给 出 ,其 中 相同 的 正 交 小 波 ORE 
人 1. 15) 和 和 定义 积分 小 滤 变 换 公式 (1. L18. 

小 波 变 换 的 恒 要 性 在 下 节 电 讨论 。 在 这 里 ,我 们 只 说 明 ， 
AREIA AMI 了 《积分 )Fourier 变换 多 的 价值 ,区 可 
定义 为 


(FPG) :一 | odsf E POUR) (J. 20) 


XAAR E F ET. tk EBD Sm, Fourier 变换 是 
Fourier 分 析 的 “个 重要 组 成 部 分 。 因 此 ,注意 Fourier 分 析 的 两 个 
组 成 部 分 是 有 意义 的 , 即 :Fourier 级 数 与 Fourier 变换 ,它们 基本 上 
是 不 相关 的 : 击 小 波 分 析 的 两 个 相应 的 组 成 部 分 , 即 ;小波 级 数 公 
AA. LIDIJAS hR ERARO. 1. 18), 具 有 如 公式 {1. 1. 19) 
所 描述 的 密切 的 关系 。 


1.2 积分 小 波 变换 和 时 间 - 频 率 分 析 

公式 C1,1.20) 所 定义 的 Fourier 变换 有 不 se en 
数学 工具 ,而且 在 应 用 中 还 具有 重要 的 物理 解释 例如, 如果 一 
函数 了 EXR) 被 看 作 是 由 它 的 范 数 上 了 ,定义 的 具有 有 限 及 最 
的 一 个 模拟 信号 ,那么 了 的 Fourier 变换 


Fla) = CLF Olo) (1.2.1 


表示 这 个 信和 号 的 频谱 。 在 信号 分 析 中 RRS TET e ae ,而 
这 些 信 号 的 频谱 信息 在 频 域 中 给 出, 为 了 便于 表示 ,我 们 暂时 介 许 
有 人 负 的 频率 。 因 此 ,无论 是 时 域 还 是 频 域 都 是 实 直 线 肥 。 类 似 于 
Fourier 级 数 的 Parseval 恒等式 , 撞 述 在 TAUR): 与 它们 的 
Fourier 4° $ 7 |] 6 BA) Parseval 恒等式 用 


<S >=> fgELIR)Y 2D 


给 出 .在 这 里 ,使 用 了 在 会 式 (1.1 DPI AR ea, Moan 
章 将 会 看 到 ,Fourier 变换 .PF 使 LCRORAAMEAR. FAL 


(1.2. 2) 的 一 个 推论 ,我们 发 现 ， eee tren’ 
的 含量 成 正比 例 ， 更 确切 地 说 


Wed. = ish, fe UR) (1.2.3) 


Jf 2x 
然而 ,只 有 Fourier 变换 公式 


Fo 一 f 6 0g) dt (1.2.4) 


MEA SAY ARRAS BA. eT POA ARE 
号 (OPER ME BR 了 +(w) ,就 要 取 无 限 的 时 间 量 ,使 用 社 去 的 
和 将 来 的 信号 信息 只 为 计算 单个 频率 的 频谱 。 此 外 ,公式 
《1. 2. 4 甚至 没有 反映 出 随时 间 变 化 的 频率 。 实际 上 需要 的 是 ,人 
们 怎样 能 够 确定 时 间 间 隔 , 使 在 任何 希望 的 频率 范围 (或 频带 ). 上 
产生 频谱 信息 。 另 外 ,因为 一 个 信 导 的 频率 与 它 的 周期 长 度 成 正 
缠 , 由 此 得 到 ,对 于 高 频谱 的 信息 ,时 间 间 隔 要 相对 地 小 以 给 出 比 
较 好 的 精度 :对 于 低频 谱 的 信息 ,时间 间 卫 要 相对 地 宽 以 给 出 完全 
的 信息 。 换 各 话说 ,重要 的 是 要 有 一 个 活活 可 变 的 时 间 - 频 率 窗 ,使 


在 高 * 中 心 频 率 ”" 寺 自动 变 罕 ,市 在 低 中 心 频率 时 自动 变 宽 。 幸 好 ， 
ARU 118) 中 引入 的 甘于 某 个 " 基 小 波 郑 的 积分 小 波 变换 共有 
这 个 所 谓 的 移 近 和 过 离 的 伸缩 能 力 。 

更 具体 地 说 ,及 其 Fourier FMP AEA A LER RR, 
这 祥 他 们 就 能 作为 “ 窗 函 数 "。 为 使 天 (下 ) 的 函数 呈 能 作为 一 个 窗 
函数 , 它 必 须 能 确定 如 下 定义 的 “中 心 " 与 “宽度 ”。 
EM 12 JEP ABR wE LRI A A E h d Rawr) 
AAT LRA, SAA w a Pee SHEA 定义 分 别 


Š: 
+ 1 = 1 2 = 
i n= Tel: alec) | dx {1. 2.5) 
l fp 一 2 2 ye \z P 
A, i= Tol zj tz- E pelz) | dz | (1.2.6) 
wW oo on 


in @ HK w 09 FA 2A, 确定 。 

FLUE TERA TER hae MP SED p TE PtH 
不 做 这 件 事 。 基 本 小 波 的 -一 个 例子 是 像 在 前 节 已 经 讨论 的 任 - -于 
交 小 波 。 在 任何 情况 下 .我 们 都 会 看 到 . 任 一 基 小 波 窗 函数 必须 满 
E 


f wards = 0 (1.2.7) 


这 样 . 它 的 图 形 是 一 个 小 的 滤 。 

假定 着 是 任 一 基本 小 波 使 区 及 其 Fourier 变换 都 是 分 别 方 
Plo AnA h Pea tay eRe. MA PARBAM LE 
RU. LIDA HAR So RR 


(Wf) Ga) 一 af BOTST (l. 2,89) 


把 信和 号 限制 在 “时间 窗 ?的 范围 内 , 即 
[b + at* as 十 时 十 aa 
AP AT POE bta" MARE A 给 出 在 信号 分 析 中 ， 
这 称 为 "时间 局 部 化 *”。 其 次 ,如 果 我 们 设 
plod += do + o”) (1.2.9) 


那么 4 还 是 一 个 具有 中 心 在 0 BLE Bih N Sa eT MOF ALE 
HE Parseval fH S¢s0 (1. 2. 2) ,公式 (1. 2.8) 中 的 积分 小 波 变换 成 为 


1 coun 
; ajaj [f . “aan a" 
CH @,a) = ol De na -- de 
Ch. 2.10) 


因此 ,除了 倍数 cia) /2z 和 用 时 间 窗 的 位 移 量 决定 的 一 个 线性 
FA LEE e Sb A BC) Che a TT RA — A R 
a” 

a 1, wo 1, 

r aa a + qd 


a 


的 信号 fC) 的 频谱 Cw) 的 局 部 信息 ;这 个 窗 的 中 心 在 o'/a 而 宽 
用 Aa 给 出 ,这 称 为 "频率 局 部 化 ”。 使 公式 (1. 2. 8) 与 (1. 2.10) 
相等 ,对 于 使 用 关于 基 小 波 而 窗 条 件 如 上 描述 多 积分 小 波 变换 
的 时 间 - 频 率 分 析 , 则 有 一 个 “时 间 - 频 率 窗 ” 


[a + at* -- ad,.é + at* + ad, ) 


47 | 1 
x [eS 一 es + vA] (1.2.41) 


a a 


YL ek oe BR Jake BEY EG» EA Se BS oe FE A E EAE, 7) a 
区 应 该 选取 使 站 的 中 心 ot 是 一 个 正 数 。 实 际 上 ,这 个 正 数 与 正 尺 


. |Q» 


EE R 4 一 道 以 这 样 一 种 方式 选择 :%* /a 是 了 失 研 究 的 “频带 ” 


om 1 w" i 、 » p ` 3 -= a 
[和 一 A 十 二 的 “中 心 频率 ”"。 寺 是 ,中 心 频率 与 频带 宽 之 
比 为 

o 
i jw" b 9s 
SA, 一 ay, C1. 2, 12) 
a 


| 

| 

i 

l 

i 
pae a 
È, + ae" a, 十 a" t 
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它 是 与 中 心 颖 率 的 位 置 元 关 的 。 这 称 为 “常数 8” 频 率 分 析 。 时 间 
SR BAK. 2. 11)? 的 重要 性 是 ,对 于 大 的 中 心 频率 o'/a, OE 
RE A TLA R o'/a EES AG 1 2. 1 ,虽然 窗 的 面 
积 是 用 IAN 给 出 的 常数 。 这 正 是 在 上 时间- 频率 分 析 中 最 着 请 的 。 
详细 情况 在 第 三 章 中 研究 。 


1.3 MRAR 
积分 小 波 变 换 (F Cb. aR Tf SE EC ott) “E 
«edi. 


"(ROMER CAS) OR REED ,而 且 上 其 有 伸缩 的 能 力 . 这 
个 信息 在 时 间 - 频 率 分 析 的 许多 应 用 中 是 极 有 价值 的 。 例 如 ,在 数 
PSSA. ONS) (3,0) 的 值 在 菜 个 容许 的 电 平 下 移动 ,而 且 在 低 通 
滤波 器 中 .对 于 小 的 a 值 ,( 环 ,f} 必 ,a) 用 零 代替 。 在 任何 情况 , (新 
的 和 修改 过 的 ) 函 数 了 必须 由 (Fyf) Ce OA RY. OVS (4.8) 
表示 每 个 了 ET2R) 的 任何 一 个 公式 都 称 为 是 一 个 * 反 演 公 式 "， 
me nit oath ree tthn stat y E- ho ot 
， 因 此 ,在 实践 中 ,只 要 反 演 公式 存在 半 就 可 作为 一 个 基 小 
下 面 ,我们 按照 fy 信息 域 的 限制 次 序 来 研究 四 种 不 同情 况 . 
(1°) iW.) la, b). a bt ER YAn 
为 了 由 Tf EH 了 ,我 们 需要 知道 常数 


Cs :一 [> orl Ge < co C3.) 
x ie Be A FER i T Bp) a eS PE A 
Qk’ Ay LORO RAR p AOS, BPR. mE th PT a 
数 ,那么 站 必须 属于 CIR) ,如 


| "| pCa) [dz < ox 


PU ¢ IR PHA ERAR SLOL Se 2. 2), 因 此 ,由 会 
ACLS. DBE PERM OES. B 


ior 一 10 (1.3.2) 


ix AE PER y ARF, IE KC, 在 内 ,我们 
有 下 述 重 构 公式 


] > | 一 工 一 b, | dadb 
s(n) = lp | Le 79) | 
sic 


fE CUR) (1. 3. 3》 
其 中 R?=RXR, HER. PERE 


1 -ib 


[a| “2p 


) 


ETAHI BFE AR. L 18) 中 的 积分 小 波 变 换 和 公 
式 (1.3.3) 中 的 道 。 因 此 ,区 可 以 称 为 是 基 小 流 儿 的 一 个 “对偶 ”。 当 
然 , 我 们 不 能 期 望 这 个 对 偶 的 唯一 性 。 

(2) BOW (a,b), DER fla>0, BRE 

像 前 节 讨 论 的 时 间 - 频 率 分 析 那 样 , 我 们 使 用 a-' ME R SR 
表示 频率 。 因 此 ,因为 只 有 正 的 频率 基 有 意义 的 ,我 们 需要 一 个 重 
HA Hh. ARIS EE IR X (0,00) ,而 不 是 在 及:。 所 以 ,我 们 现在 
必须 考虑 基 小 波 甸 -一 个 比较 小 的 类 , 即 小 流 包 满足 
[7 Heda = [7 


b 
la 
== g oC (1.3. 43 
APC CAR. 3 1) 中 定义 。 例 如, 任 一 满足 公式 (1. 3. DW 


实 值 外 能 够 作为 在 此 情况 下 的 一 个 基 小 波 。 对 于 任 一 满足 公式 
(1.3.08 e A TERA 


2 = 上 『=” ail yh mb da 

= 一 一 7 -o C } 一 一 

f(x) an | WD DH z læs 2 
TE FUR) (1.3.5) 
除了 一 个 因子 2 以 外 ,这 个 公式 与 重 构 公 式 (1. 3. SA. MR. 


AAU. 3.5) 中 的 基 小 波 有 更 多 限制 。 像 在 (1 中 ,我 们 还 是 称 凶 
。13 - 


Vy SICH 为 情形 (2*) 时 基 小 波 的 一 个 对偶”"。 可 见 没有 理由 
WA PME ATR. 

(3°) CW, Ba) .bE Ra = Si E 加 ,重新 复原 

把 注意 力 和 集中 干 s 一 2-… 其 中 了 取 痪 所 有 整数 ,我 们 就 能 够 研 
窗 频 率 窗 


B, t= [2iw* 一 ZA 210* 十 Zia], SEA 
Ci. 3. 6) 


的 时 介 BB REL. PRE OR OH or 选 作 
- = 3A, 

那么 会 式 41. 3. OREJA B JEZ ERETTE o>) BY - - 
ARATE A RI). BET RE BR RP. FA DRE RE 
C1. 2. 上 ) 常 用 :确定 时 间 区 间 忆 十 2728* — 2A, b+ oe 二 2]， 
在 这 个 区 间 上 , 值 域 B; 中 的 频率 的 信和 号 了 的 频谱 的 含量 是 至 关 重 
eH BP: OF (8,277) | 的 和 慎 超 过 某 一 立 值 。 

毁 为 只 有 下 的 部 分 信息 是 有 用 的 , 欲 使 重 构 公 式 有 效 , 基 小 
ike AURA Heat C1. 3. 1) 更 强 的 条 件 。 我 们 施加 给 # 的 

条 件 基 一 述 折 谓 的 “稳定 性 菜 件 ”， 


<> {pl 2~!a) | (1.3.7) 
Jed 4 与 BOCAS Roo, FLY w EAGER, 出 公式 6. 3.7) 很 
RSS) , 节 还 满足 
am|? leol donf > JE OL? 
È g 
< B In? (1.3.8) 


这 是 指 C.F An? 与 29in2 之 间 。 第 三 章 3. 4 节 将 详细 讨论 ， 


ME REZE. 3.7) RAEN RAT MB YT 
区 的 Fourier 变换 用 
ye 《oo 一 P CL. 3. a) 


Dy ea)? 


joo 


给 出 。 使 用 这 个 对 偶 的 重 构 公 式 可 以 表示 如 下 : 


sa) = >) ST 28a N@,2-9)} 


ser 


X 《2 和 (2 — b>} aA Ci. 3. 103 
fe LAR) 


Fl Ay SBE | A FHIR BE A OF a OA. PA BR F 
述 专 用 和 名称 。 
定义 1.3 -Ahh PO 天 (有限 ) 称 为 是 一 个 “二 进 小 法” 如 果 对 于 
AOA BCom ELH KAR RALFA OCR. CMR 
TERHARU. S 7), 

将 在 第 三 章 中 看 到 , 基 至 二 进 小 波 一 般 也 不 只 有 唯一 对 偶 . 二 
进 小 滤 最 有 意 广 的 一 些 例 子 也 许 是 在 3.5 节 中 引入 的 所 谓 “ 框 
ae” , 

(4°) CWS) (Bsa) 6 = $ a= Eijk E ZAR. 


对 于 确定 积分 小 波 变 换 和 由 (FwP) Oe) BY A TELA 
REHE ,我 们 只 考虑 离散 抽样 。 当 说 到 像 在 63") 中 那样 , 昌 然 尺度 
参数 “合用 2 的 渗 把 频率 输 齐 分 为 类 带 是 重要 的 ,但 更 加 有 效 的 
fe: asi jew ht, AS mete (Bh EAI ve =k 而 不 
是 所 有 2E 理 。 在 许多 应 用 中 ,使 用 这 个 均匀 离散 抽样 ,有 很 小 的 
损失 ( 若 有 的 话 )， 像 在 后 面 将 看 到 的 ,这 种 方法 的 数学 理论 是 很 有 
吸引 力 的 。 


«15. 


我 们 首先 注意 


CW CE, = | MOCE 


22 
= X fP > (1.3.41 
其 中 , 像 在 公式 人 4. 11) 

Belz) t= 272p 一 有 7 人 513.12) 
然而 ,一 般 来 说 ;我们 并 不 要 求 {%%.} 像 在 1.1 节 中 那样 是 OR) 
的 一 个 正 交 基 。 第 实 上 ,如 下 述 定义 的 一 个 “稳定 * 基 就 足 髋 了 。 
eM 14 一 个 冰雪 CUR GAAP ABR wR 
C1. 3.123 PZA A (ti) E TEELE 7 及) 的 一 个 Riesz 基 。 
的 线性 张 成 在 POR PARE GHA A AER HR 4 
与 BLO AR Boo, i 


Alf feed WES |S Seu tue li 


J= ks woo 


SBI {ol (1.3. 13) 
Rt FA HE ALR PR OT fo AH {o, R, Bp eth 


| onli:= ST SD leah < co 


J=- wka — oo 
ay yd BR EE 
BE pae 过 函数 ,那么 存在 OR AY— PE — AY Riesz 
Hipu ERTEM 
Gs 3.14) 
上 七 对 于 (人寿 直 的 对 蛋 , EE. AAR ELORE FE Eo 
PUA: 


«16. 


fa) = © <L feth, D P(e) CL. 3. 15) 
然而 ,虽然 系数 是 了 关于 的 积分 小 波 变换 的 值 ,但 级 数 公 式 
(1.3. 15) 不 -- 定 是 一 个 小 波 级 数 。 作 为 一 个 合格 的 小 波 级 数 , 必 须 
着 在 其 个 函数 ECR) ,使 在 级 数 公 式 (1. 3. 15? 中 的 对 个 基 
it 多 分 是 由 下 通过 


Pr) = pl) (1. 3. 16) 
得 到 。 像 通常 那样 , 式 中 使 用 了 记号 
Pala) t= DD — k) (1.3.17) 


WE ipali AIROK- DEZE, MAE BEAR. 1.14), 
《1. 1.15), 1.1.17) 中 讨论 了 的 ,显然 公式 人 1. 3. 14) 对 于 p =p 
或 p= 成立, 然而, 像 我 们 将 在 下 节 看 到 的 ,通常 节 不 存在 . 如果 
多 选择 得 使 亚 存 在 ,那么 ,对 于 在 二 进位 置 种 不同 的 二 进 尺 庶 等 级 
或 倍 频 程 ) 上 显示 FS 天 (了 及 ) 的 积分 小 波 变 换 的 值 , 以 及 对 于 由 
它 的 积分 小 波 变 换 的 这 些 值 复原 了 -对 心 ,大 都 是 很 有 用 的 。 更 
确切 地 说 ,我 们 有 


fe 一 SS fi BuG) 


Jk= o 


= D) fs) 013.18) 


jk 二 一 


1.4 小 滤 的 分 类 

SCV OR) EA A 函数 ; 即 , 公 式 (1. 3. ID PREVA 
Cheah TORE — 个 Riesz 基 , 我 们 面临 的 第 一 个 问题 是 ,如 在 公 
AC 3.10 RMR ipak 的 对 蛋 基 {六 路, 是否 由 公式 
(1.3.16)~C1. 3.17) 某 个 函数 PE OR} 导出 的 。 出 乎 预料 的 基 ， 


"17 = 


一 般 来 说 管 案 是 否定 的 。 
fli. ,EMOR EM 1.1 PS AREER OM 
PRP AG |:| <1 的 复数 2S ee 
P = Hr) t= nz) — 2) OD AL) 


那么 很 明显 ,公式 (1. 3. 12) eR par E OROA A 
Riesz 基 . 现在 ,我 们 考虑 关于 { 和 大 中 的 对 偶 基 { 字 分 。 特 别 是 ,容易 证 
H: 


pe = S02) 2 
4 一 由 
Ce) = yp GD 


TSE RE a REETAN =p ORD fi O. 3. 16), (1. 3. 17) 成 
立 , 那 么 有 


. (1.4.2) 


ne) = mit 1) = eG t) 
= Po. Ce + 1) = Poo) 


= pP = D n 2! 
t=0 


D-a) = 0 
i=] 


AARE RAER BRE c 中 = 的 值 至 多 是 有 限 数 个 外 ,其 
中 0<r<1 是 任意 的 。 我 们 断定 二 名 一 般 不 存在 。 

上 述 讨论 诱导 出 “小 波 ” 的 下 述 定 义 。 
RMS 一 个 ABR ACURA BoP ROR HR), 
te RAP RR PELRO ,使 公式 (1. 3.12) 与 (1. 3. 17)? 中 定义 


a |R 


ltt Se POUR aR, RAR ADR MA 
HAR-PHAT POA BER, 

很 明显 ,一 个 对 偶 小 波 # 是 唯一 的 并 且 它 本 上身 就 是 一 个 
过 -小 波 。 更 确切 地 说 ,一 对 6, 介 在 下 述 意 多 上 是 对 称 的 :和 也 是 凶 
的 对 个 小 波 。 为 了 方便 ,我 们 简单 称 # 是 一 个 "小 该? 和 站 是 世 的 
“对 候 "”。 正 如 我 们 已 经 在 1.3 节 中 注意 到 的 ,如 果 划 是 一 个 正 交 
VE ,那么 它 在 意义 SEE 上 基 自 对 偶 的 。 

重要 的 是 再 -次 强调 .每 个 小 波 #, 正 交 的 或 不 正 交 的 ,生成 
任何 FE PCR) AS" ee RES BD 


mor 


S@ = D, piala) 


feb oo 


BEPRED ce REKT y HAE AIS ATERA D ie EE NY AT - 
ARCH Se 


1 


(bya) = (Soap) 


上 求 得 。 
令 外 是 任 一 小 滤 并 县 考 虑 它 生 成 的 Riesz 基 (pju), HATET 
JEZ OW, BR ip KE ZAREK RY A, Bn 
Wj t= elos m < Hit RE ZS cl. 4.33 


那么 很 明显 LORO RER A hE A E a w 的 直接 和 : 
POR) = DOW, i e H Wa H Wa tad 
(i. 4.4) 
在 这 个 意义 上 ,每 个 fE VOURIMA— PME 一 的 分 解 
fT) = tg (ata +g, Cate (1. 4.5) 
a 1G5 


Hg €W, MTA EZ MY. AAU 4 OP RAM SMS EL 
RARR ARAM” 

MR 节 是 一 个 正 变 小 波 ,那么 POROTE N YW, 相互 是 正 变 
的 , 即 


Cg m= 0, sl 1. 4.6) 
其 中 g CW, 与 4 EW, 
在 此 情况 下 ,我们 使 用 记号 
WiL We jd (1.4.7) 


结果 ,公式 (1. 4. O p ERMER T TE eA 
URI = W = OW. OW OW. Oo 


C1. 4. 8) 


其 中 公式 (1 4 妈 中 围绕 加 号 的 圆圈 表示 “ 正 交 和 ”。 公 式 (1. 4. 8) 
的 分解 通常 称 为 亚 ( 玉 ?的 一 种 正 交 分 解 。 这 个 意思 是 ,和 任 一 
fE5CBR) 分 解 为 函数 9E 下 的 ( 汇 限 ?3 和 不 仅 是 唯一 的 ,而 且 像 公 
A. 4 和 .6 所 描述 的 了 的 分 量 还 是 相互 正 交 的 ， 

所 以 ,一 个 正 交 小 滤 贡 产生 VOR MESSE. Ri 
们 没有 使 用 {¥;4? 的 所 有 正 交 性 质 , 即 ,对 于 每 个 六 正 交 性 条 件 
SOG =O ESR. A OPRARM. RRR. AKA 
小 波 能 够 用 于 生成 EP CIR) 9 GE Ze A. PT FY RPE TH 
造 具有 基 些 需要 性 质 的 小 波 是 重要 的 。 对 于 具有 这 个 灵活 性 的 紧 
支撑 小 波 ,大 们 能 够 得 到 的 最 重要 的 性 质 是 "对称" 或 “反对 称 ”. 细 
节 癌 题 将 在 第 5,6 章 中 研究 。 
eM 1.8 一 个 在 72(TR) 中 的 小 波 划 称 为 是 一 个 半 正 交 小 波 , 如 
RE ERMA 


n> —O, Jb 7k iym EZZ C1. 4. 9) 


的 Riesz Æ, . 

显然 .每 一 个 半 正 变 小 波 生 成 ER 及) 的 :一 种 正 交 分 解 公式 
(1. 4.8), 并 且 每 个 正 交 小 波 还 是 一 个 半 正 交 小 波 , 一 个 小 波 ( 或 者 
更 确切 址 说 ,一 个 E 小 波 省 称 为 是 一 个 非 正 交 小 波 一 一 如 果 人 它 
不 是 一 个 半 正 交 小 波 。 然 而 ,既然 是 一 个 玩 - 小 波 ERA GF 
对 偶 双 ,并 用 一 对 导轨 满足 双 正 变性 质 ， 


Bae Pha > =F, Gn Joke mE (1. 4. 10) 


1.5 多 分 辨 分 析 、 样 条 及 小 波 
任何 小 波 , 半 正 交 的 或 非 正 交 的 ,都 产生 LR A ARN 
分 解 公式 (1. 4. 4)。 对 于 每 个 ;所 到 ,我 们 考 起 VOR WE Seal 


Ki =e + Wat W- JEZ (1.5. 1) 


ix HE 7-23 fH) A BO FEER: 
nO D DELEA GRN oR yo os 
(27> eloseL LI] D= LR) 
ge FE 


ea NT;={0} 
JEZ 


(2) F= Wy. JE 

G9 fElgerC2e}Glyir. FE 
因此 ,与 满足 

Wf) W= {0}, jt 
HTE W, ARH. (BR CA FRE ABE FS i | AOR 
套 的 ,并 且 具 有 性 质 ; 像 在 (2") 中 描述 的 ,LCIR) 中 的 每 个 函数 了 
BESS ARETE FPR PS 非常 接近 希望 的 逼近 。 但 另 一 方面 ， 
措 在 63) 中 所 保证 的 ,通过 减 小 外 投影 Pf 能 够 具有 任意 小 的 能 
E. 《it 一 (3 没有 描述 的 这 些 空间 最 重要 的 内 昔 性 质 是 当 
oF}. 


Ji 一 oo 时 ,PP 更 大 的 "变化 ”被 除去 。 事 实 上 ,这 些 变化 是 么 层 剥 
离 : 即 按 变 化 “速率 ”( 最 好 称 为 “频带 ”) 减 小 顺序 剥离 .并 旦 存放 在 
像 (4”) 的 补 千 空间 剑 ; 中 。 这 个 过 程 能 够 使 用 性 质 (5") 非 常 有 效 地 
做 到 。 

事实 上 WREST Te ABT RRO TR) 在 意义 


Fa = close < Oy, 2 & & > C1. 6.2) 


上 生成 ,其 中 
BE) t== 2? BC 22 — k) (1, 4.3) 


那么 ,所 有 的 地 空间 六 也 用 同一 个 8 生成 ( 正 像 子 空间 W, 在 公式 
(d.a Dp pA t ÆR tE, EN: 
F; = losim < Da kE Æ>, jE ZZ (1.5.4) 


E ESIH P, BW a W RR R E A E 
下 节 ,我 们 转 到 这 个 题 日 。 

EM 17 一 个 画 数 dsE 天 (及 ) 被 认为 生成 一 个 多 分 车 分 析 
(MRA) ,如 果 它 生成 在 公 王 (1.5. 4) EER 19d, (2°), (3) 和 
《5 的 亲子 空间 T, 的 一 个 嵌 获 序列 ,使 4 血 虽 形成 Po 的 一 组 Riesz 
基 。 mE, Bint ew Jide idga) & Va 的 一 个 Riesz Kua A 
两 个 常数 4 与 万 , 且 OAD Roo, tÈ 


All fe} lA | Dadali sB] eill a55 


k= e: 


对 于 所 有 双 无 限 平 耸 可 和 序列 {ex}, 好， 


| fed a= 5 le, |? < ce (1. 5.6) 


k> 一 oo 


AL, ROE RP MRA, A Osh AE PAE BHR”. 


© OD 8 


一 个 MRA 的 精确 陈述 将 在 5.1 节 中 给 出 。 上 尺度 函数 6 的 典型 
例子 是 mm BRE BY BFE AR ,其 中 中 是 一 个 任意 的 正 整数 。 更 确 
切 地 说 ,一 阶 基数 S-HEER ON, 是 单位 区 间 [0,1) 的 特征 函数 ,而 对 
Pomel Na 是 用 (积分 ) 卷 积 递 推定 义 : 


N, (2) t= | “ Nalt — ON, @dt 
l 
=| Na jlx — dé (1.5.7) 
0 


为 了 描述 ww 生成 空间 ,我 们 需要 下 述 记 导 : 
REE RAC A SAWS 
| 天 示人 PoP f 处 处 连续 (1.6. 8) 
、 的 所 有 函数 了 的 集合 .还 有 CC 二 
AN, 生成 的 六 由 这 样 的 函数 了 组 成 :所 有 函数 了 E cn 站 
IR), 用 每 个 函数 了 限制 任 一 区 间 [t 人 二 1)E22 ,属于 ww， 
也 就 是 
Fluit E zi FEZ 
由 MRA 的 性 质 (5*) ,我 们 现在 能 够 识别 所 有 的 其 它 子 空 间 六. 即 ， 


F= {fE CN UR) i flyet, © faik € ZZ} 
zor 


AARAA R ERREIAN AURR REALEN. 
事实 上 ,图形 显示 样 条 曲线 和 用 B- 网 {或 Bernstein-Bezier 系数 ) 精 
确 地 计算 多 项 式 段 的 算法 是 极 有 效 的。 另外 :因为 本 样 条 具有 最 
“可 能 的 支撑 ,所 以 由 任 -… 乔 焦 的 样 条 子 空间 逼近 在 CN LPR) 
! 函 数 的 局 部 插值 方法 也 是 可 用 的 。 所 有 上 述 论 及 的 算法 能 通 在 
实时 中 实现 。 细 节 疝 题 第 四 章 中 研究 。 

由 样 条 了 于 空间 TV; 的 租 套 序 肇 ,我们 有 正 交 补 子 空间 w, Bi 


Fi 二 中银 ，j 亿 加 (1. 5. 9) 
+ 2a a 


fn) 


一 


KEPT W, 是 相互 正 交 的 并 是 是 像 公 武 人 1. 4.7) 与 (1. 4. Dii 
述 的 FODRER AWR. TER BREAN, BV AD BE 
成 子 一 样 FRAT RR OO OR RD ECW BERMIESDR 
Cl. 4.3) 3% XEELEE B OW EAS RC. 4.3) 中 用 
he sack fo Bee AR 
Buy, = P (Qe — 2), jk EZ 1.5.10) 
HER TERE RB Aon Be”, FEA BP Oe 
所 有 各 及 其 对 侦 入 的 显 式 .mm 二 1,2,… ,或 许 把 5- 样 条 与 B- 小 波 
的 “支撑 ”比较 是 有 意义 的 。 所 谓 在 某 个 有 界 区 间 外 边 为 零 的 一 个 
连续 通 数 了 的 支撑 是 指 了 在 外 面 恒 等 于 零 的 最 小 闭 集 。 标 准 的 记 
号 suppf。 我 们 将 看 到 ,对 十 所 有 w= 二 1,2，*… 
joer N, = (O,m] | 
SUPP $s = [0,2m — 1] 


(1.5.11) 


除了 具有 最 小 支撑 外 .B- 小 波 加 享有 许多 员外 的 重要 性 质 。 我 们 
在 这 里 只 叙述 赴 中 的 三 条 性 质 。 首 先 , 由 公式 (1.5.9) 可 见 , 每 个 
to 是 一 个 半 正 变 小 读 。 共 次 ,计算 加 和 所 有 它 的 导数 的 有 效 算 法 
是 可 得 到 的 。 最 后 ,有 8 小波 村 对 于 偶数 内 是 对 称 的 而 对 于 奇数 m 
是 反对 称 的 ,如 
PaE) = Pal 2M — 1 — r), 对 偶数 总 
on 一 一 oem — 1-2), MAR m 
在 信号 分 析 的 应 用 中 ,小 波 函 数 的 对 称 性 和 上 反对 称 性 是 很 重要 的 ，。 
例如 :在 压缩 数据 的 重 构 中 为 避免 失真 ,它们 是 需要 的 。 这 将 在 第 
五 章 中 讨论 。 办 的 其 它 有 意义 的 性 质 将 在 第 六 章 中 研究 。 


(1. 5. 12) 


1. 6 小 波 分 解 与 重 构 
重新 考 虚 公式 (1. 5. 1) 中 讨论 过 的 多 分 辨 分 析 和 小 波 的 一 般 
= 945 


P 


结构 piv SSE RAR Beh Ree VORA RM LW, ) SEA 
pE ORI Bi. TERE FH RTE, fA LOR) De g 
THERET vewm.H—-t fel, 非常 接近 地 逼近 。 因 为 
bab +i 对 于 任何 JE RE, f 具有 了 唯一 的 分 解 : 
fx 一 fra 一 yey 

其 中 fs E Faai 和 gs- © Weise 重复 这 个 过 程 ; 则 有 

fy = wi gn TT guoa + Sei (1. 6. 1) 
其 中 对 于 任何 3f, E 5 A EWR H 中 选取 得 使 fy 是 充分 
“模糊 的 .会 式 414.6. 1 中 的 唯一 "分解 " 称 为 “小波 分 解 ”: 共 呈 “ 模 
WAT CEB fyi 的 “变化 "( 或 者 ,更 确切 地 说 ,频率 或 每 单位 长 局 
期 的 数 日 ) 来 测量 .一 个 不 十 分 有 将 的 “暂停 准则 ?是 要 求 1 fsa 
HSE PAD. FE. RNE fy Fea AE HD ay eee 
gu- 与 fy-x OH -A REF BRAD BSS, PREIS 
12. 


AAR BREE, 和 小 波 oer, MARFA? 是 用 
6. (a= 2 plz kk EZZ + RAY. PERLE EB TP i 
ig} EEIE 


ote) = D mAr — k) (1. 6.29 
gia) = Dg 人 (22 — k) (1. 6.33 


对 于 所 有 E€ 下 成立。 公式 51.6.2) 与 (41.6.3) 分 别称 为 尺 产 函数 
与 小 波 的 “两 尺度 关系 ”。 嚼 一 方面 ,因为 6(2x) 与 0425 一 1) 都 属于 
Vi BV Sloth, POET P EIN RRM an}, i-a)» 
tay a) t Oya) BE AE 


。 25a 


ox) = D [ano — BY +b aple — BD] 


Cl. 6. 4) 

Ar — 1) = DS [ain le + Dh — 1D] 
k 

(1.4.5) 


对 于 所 有 ERZ. 两 个 公式 (1 6 4 SCL. 6. 5) 能够 组 合成 -- 


PAR 


or D = X fay O(a -BY + bale- A 


k 


LE ZZ (1. 6. 6) 
这 称 为 %55 y H RRE”. RE RINGER Ca), 


Cag}. {bp} ), EATS BB AE ME —- AY GES AE AY St. 
jk EE EB a HA eh eas IRANA AE, BUE, pii la 称 
Fo BRE M a T BR A oh RE 

为 了 描述 这 些 算法 ,我 们 首先 回忆 J,ETF; 和 gj 下 都 具有 唯 
— FRIAR 


f(a) = D ioia E) 
4 Ł (1.6. 7} 


v= {ep Eb 


(g(a) = Lit plir — k) 
(1.6. 8) 


P= EF 
H RIEA Rp LAR 2 5 her- e) 与 
[2 和 一 息 以 代替 使 用 的 由 :与 轴 .;; 为 的 是 省 挤 在 算法 中 不 必要 的 


倍数 V2。 在 下 述 分 解 种 恒 构 算法 中 ,函数 五 与 9; 用 公式 
+266 


CJ. 6.7) 与 (1. 6.8) 所 定义 的 序列 rf 与 必 表 示 。 
Gi) 分 解 算 法 
应 用 公式 (1.6.6) 一 (1.6.8), 则 有 


(1.6.9) 


图 1.6.1 se oR 


ERB. A eo ARSE oc? PEAS RPE ARS 
动 平均 ”方法 得 到 ,除了 那些 移动 平均 只 在 偶 整 数 点 抽 祥 外 。 这 称 
为 向 下 抽样 。 因 此 ,图 1.6.1 中 的 每 个 箭头 痢 指 出 在 偶 指 标 同 下 
抽样 时 的 移动 平均 。 

Gh 重 构 算法 

BAHAR. 6 2.6.6.3), CI. 6.7) 与 (1.6.8), 则 有 


d= D iroa t H hudi] (1.6. 10) 
i 
dT“ d” Ħ 4-1 a’ 
`a ` `a 
cet e a Læ os pl e o" 


图 1.6-2 pR ERE 


这 里 ,由 一 与 4 使 用 重 构 序 列 作 为 " 权 ”? 的 两 个 移动 平 


二 [网 得 到 ,除了 在 进行 移动 平均 之 前 需要 向 上 抽样 外 ,更 确切 地 说 ， 


a 7a 


M5 Xt pa} Sie) AA a PAY AB RE of + dt? RGR ER m= 27 
使 用 而 零 在 奇 指标 mw 二 21 1 重用。 

我 们 开工 述 给 出 鸭 两 个 算法 的 - BRS RAD. BGR 

SELF Pan}. Ce} {ps} 与 iq.} 是 有 限 的 ,那么 移动 平均 是 一 个 很 
简单 的 FIR《 厅 限 脉 冲 响 应 } 滤 滤器 。 然 而 ,如 果 权 序列 是 无 限 的 、 
那么 修 动 平均 是 一 个 IRi1 尤 限 脉冲 菩 应 ) 滤 滤器 。 众 所 周知 ,假如 
BES a AES Ca = EH --- A ee E IIR 滤波 器 能 够 
作为 ARMA( 自 回归 移动 平均 ) 沪 波 实 现 。 我 们 把 这 些 术 序列 叫 作 
“ARMA 序列 *。 另 外 ,无 形 权 序列 不 得 不 截断 以 给 出 一 个 FIR 滤 
波 句 。 其 次 ,如 果 权 序列 是 由 无 理 数 或 长 的 小 数 表示 项 组 成 ,那么 
这 些 数 的 售 人 【5 或 “量化 ”是 必要 的 。 当 然 ,截断 和 量化 会 引起 事先 
估计 的 误 莽 ,最 后 , 国 为 尺度 函数 与 小 波 对 C4,y) 用 作 “ 镜 滤波 器 ”， 
那么 对 称 性 {或 至 少 友 对 称 性 ) 在 信号 分 析 的 许多 应 用 中 是 重要 
的 .例如 ,在 重 构 压缩 图 绢 中 ,和 非 对 称 性 和 非 反 对 称 性 导 狗 失真。 像 
将 在 第 五 章 中 看 到 的 ,8, 节 的 对 称 性 质 用 分 解 序列 与 重 档 序 列 的 
WEE. FS SARA RHE BES 

ERARE, RITKA By PER DR 加 (具有 最 小 支撑 ) 用 
fe y RY. EEF AB A BY i op AR PE ARMA, Jor ert SE FF 
对 十 偶 阶 mr 是 对 称 的 而 对 于 奇 阶 mm ER. 52h OR 
数 的 一 个 公共 因子 的 模 , 折 有 这 些 序列 只 由 整数 项 组 成 。 

a- VE, MEERLE AA p hT, EFIA EN 
列 都 是 有 限 的 。 然 而 ,对 于 连续 的 % 既 不 对 称 又 不 反对 称 是 可 能 
的 ,并 旦 相应 的 重 构 序 列 与 分 解 序列 必须 是 量化 的 ,尺度 应 数 与 小 
波 的 结构 分 析 和 构造 方法 的 详细 描述 在 第 天 章 中 给 出 .特别 是 , 线 
性 相位 滤波 器 与 对 称 尺度 函数 以 及 小 波 之 间 的 关系 将 在 那里 研 
T. 最 后 两 章 将 分 别 专心 研究 半 正 痰 和 和 正 交 四 波 。 更 确切 地 说 , 基 
数 样 杀 小 波 的 相当 完整 的 分 析 将 在 第 六 章 中 给 出 ,并 且 着 重 于 紧 
支撑 的 正 交 小 波 的 题目 将 在 第 七 章 中 介绍 。 在 这 一 章 中 还 包 省 为 
更 好 的 时 间 : 频 率 局 部 化 引入 的 正 交 小 波 包 (packet? 的 简洁 讨论 。 

a JB 


第 二 音 Fourier 分 析 


Fourier 分 析 这 门 学 科 是 数学 分 析 中 最 古老 的 学 科 之 一 , 它 对 
数学 家 和 工程 师 都 是 相当 重要 的 ,从 实用 的 观点 来 着, 当 人 们 考虑 
Fourier 分 析 的 时 候 ,通常 是 指 (积分 ?Fourier 变换 和 Fourier 级 数 。 
Fourier 变换 是 在 实 直 线 及 LE LARP RH fy Fourier 积分 。 
当 f 看 作 是 一 个 榄 拟 信 号 时 , 它 的 定义 域 就 称 为 连续 时 域 。 在 
此 情况 下 .了 的 Fourier 变换 了 描述 信号 了 的 谱 特 性 。 因 为 谱 信息 
用 频率 给 出 ,所 以 Fourier 变换 了 的 定义 域 还 是 R, E Pr ADOR. 
另 一 方面 ,一 个 Fourier 级 数 是 双 无 限 序列 到 周期 应 数 的 一 种 变 
B. BE. 一 个 双 无 限 序列 看 作 是 一 个 数字 信和 号 时 , 它 的 定义 域 
是 整数 集合 环 , 称 为 离散 时 域 .这 时 , 它 的 Fourier 级 数 再 次 描述 
数字 信号 的 谱 特 性 ,一 -个 Fourier 级 数 的 定义 域 还 是 实 直 线 R. É 
是 频 域 .然而 ,因为 Fourier 级 数 是 2r 周期 的 ,在 此 情况 下 , 频 域 再 
常用 单位 图 等 同 ,对 一 个 数学 家 来 说 ,这 种 表示 是 更 令 人 满意 的 ， 
因为 Zz 的 “对 偶 群 "是 * 圆 群 。 

Fourier 变换 与 Fourier 级 数 的 重要 性 不 仅 由 于 它们 的 物理 解 
释 的 重要 性 ,如 信号 的 时 间 .频率 分 析 ,而 且 还 由 于 Fourier 分 析 技 
术 是 极其 有 力 的 。 例 如 ,在 小 站 分析 研究 中 ,Poisson 求 和 公式 ,级 
数 与 积分 的 Parseval 恒等式 .Gaussian 的 Fourier 变 搞 . BA) FH 
以 及 “4 分布 等 等 都 是 经 常 遇 到 的 。 因 为 这 本 专著 打算 是 肯 我 包容 
的 ,本 章 讨 论 Fourier 分 析 的 基本 知识 方面 的 预备 材料 ,如 上 述 提 
及 的 内 容 。 
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2,1 Fourier 变换 与 Fourier 道 变换 

全 书 中 , 听 有 定 文 在 实 直 线 了 上 的 函数 仍 定 是 可 测 的 ,对 于 不 
熟悉 Lebesgue 基本 理论 的 读者 ,而 乐意 相信 一 些 标准 的 定理 ,在 
假定 是 分 自 连 续 的 情况 下 .损失 晨 很 小 的 。 上 所 请 Lebesgue 22 4. 
理论 是 指 ; 在 及 中 存 府 非 有 限 诊 点 {5;) ,使 对 于 所 有 j HS. 
ŽD. f ERE TH RI BG FEA IB] C— oo. minz,) 5 (maxs; 22) (M 
H maxr, 或 mine, 存在 ) 是 连续 的 。 对 于 每 个 pIo, S (I 
RRR 及 上 可 测 函 数 了 的 次 .使 (Lepesgue) 积 分 


| | f(r) | "de 


是 有 限 的 。 还 有 , 令 LCR) SE SLAP ARATE TE RIBR T HE 
(Lebesgue) 测 度 为 零 的 集合 外 .处 处 有 界 的 函数 。 因 此 ,赋予 “ 范 
ag” 


oO 


i 
| . "daa Fo EE oo 
u= OPa I< p< 


ess sup | f€z)|, 4 p= co 


moo palo 


每 个 POR) .1 之 7 之 0. 是 一 个 Banach 空间 。 在 这 本 导论 性 的 专著 
中 ,因为 我 们 在 了 解 小 波 和 时 间 - 频 率 分 析 中 不 需要 任何 Banach 
空间 结构 的 知识 ,读者 只 要 知道 VOR RGR ILS RW SER 
就 可 以 了 ,如 Minkowski 不 等 式 : 


Isal s isl, + lel, (2.1.1) 
和 Holder 不 等 式 : 

MaS hg (2.1.2) 
其 中 当 pok, pa — tH 1 RR. AA 1L DB OEE 


30- 


Schwarz AIK, 
ll felliss dflleletl. (2.1.3) 
因此 ,观察 公式 (2.1. SFE TAT LL eA” 


< fg >= e fr) gtrdr, fsg €E L'OR) 
(2.1.4) 
RT tA . Banach 空间 L CRYE, T — A Hilbert Zal. E 
然 有 


< 一 | 了 .feE LAR) (2.1.8) 


下 面 ,我 们 首先 集中 注意 力 于 VOR) PR ee, OTF 
个 数学 家 来 说 } ,虚数 单位 用 ;表示 .。 在 全 书 中 ,电子 工程 师 可 以 想 
象 用 i ARB i 
eM 2.1 dae fe LOR) 6g Fourier 变换 定义 为 


fo) = CF Pla) :一 | T a™f leyda 1.6) 


对 于 每 个 EOR), A o) h HBA RF 
定理 2.2 令 JEL'OR), PAT á Fourier ER f BA; 

(了 于 EECOR) 并 且 fle 1 了 | 

Gi) FAR LEK HAG; 

Git) 如 果子 的 导数 了 也 站 在 并 且 属 于 CUR), MY 


Flw) = iwflw) (2.1.7) 


GO ooo R— colt f(w)-0, 
证 明 论断 (i) 是 显而易见 的 。 为 了 了 证明 (让 , 令 5 是 任意 选取 的 ， 
FF Ale 
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sup! fla -+ 5) — fle) | 


| on™ Ce — fld 


—o 


= sup 
<| je — 1| |f jdr 


Bt EA eT — 1 | | fd 12 fE R), 并 且 当 4 一 0 时 
"e7 — 1|—0, Lebesgue #3 Hille $4 2 BE RRHE HH 4 60 时 .上 述 的 
量 赵 于 零 。 

为 了 建立 Ci) ,我 们 简单 地 把 Lebesgue 积分 理论 中 另 一 标准 
定理 应 用 公式 (2. 1. 67 的 分 部 积分 ,并 使 用 事实 : 当 z 一 士 吧 了 时 
f (7)-*0, 

最 后 ,6Gv) 中 的 陈述 通常 称 为 ″ Riemann-Lebesgue 引 理 "”。 为 了 
证 时 它 ,我 们 首先 注意 ,如 果子 存在 并 且 属 于 UOR), AA H i) 
FN Gi) ,的 确 有 , 当 o> boo ht 


[flo = LiPo) | < 


lol 


通常 ,对 于 任 一 给 定 的 :>0. 我 们 能 够 求 得 一 个 函数 9g, 使 gw Er 
A || fg ice FEAD ,我 们 有 


ee) — glo)} + [9 (0)| 
< Igli t elo} <et glo) |] 
这 就 完成 了 (iv) 的 证 明 。 © 
对 于 每 个 JE LCR). oP LON, BR flw)+0 EHR 
意味 着 了 必须 属于 2 及 )。 为 了 用 一 个 反例 来 证 明 这 个 结论 ,我 
们 需要 “Heaviside Hit MK BR: 


Ji Rta cea 
a(x) = 
(0, Marca 


l 
lal 


irio 


(2.1. 8) 


2 3D 


Hae IR. 
例子 2.3 RR 


fx) =e H(t) 


JAY PUR? (0 Bee hj Fourier Bi 


f = i] wee 
iCal = 1 — tw 
不 属于 EIR), 
证 明 由 e = cosea — isinwa , 有 


fle) = f e “cosaadx -一 | e ‘sinwadx 
0 0 


1 ie E 1 
ipa +o 1-- ia 
这 在 ce 表现 如 OO eol D EERE TF ELR), © 


如 果 出 现 了 属于 UR), 那 么 使 用 如 下 定 文 的 “Fourier 道 变 
换 ”, 我 们 通常 能 由 SUR'S. 
EM 2.4 FEL OURIART HR FECL UR) 49 Fourier FR, HF 
2 f 89 Fourier FRR YH 
FOP G@) :一 元 Nodo (2.1.9) 
所 以 ;重要 的 问题 是 ;什么 时 候 FR SB Oe 
FEREARE DOSO) 管 案 是 :在 了 连续 的 每 个 点 
z。 即 ,有 下 述 定 理 。 
定理 2.5 4 fEL'UR) C65 Fourier 变换 部 也 ,属于 LR), M 
PA 
FD = CFIP G) (21, 10) 


在 于 连续 的 每 个 点 工 成 主 。 
-33- 


我 们 把 这 个 定理 前 证 内 推迟 到 下 。 作 为 代替 ,我 们 用 导 虽 
谓 的 “Gaussian pA "4! Fourier 变换 结束 本 节 ， 
例子 2.6 Sart. MBA 


= — kaer ar" 7 _« 
f e “Te n= jz da (2.1. 11> 


特别 是 ,Gaussian py EY ent 的 Fourier 764 Jae, 
证 明 ”考虑 函数 


LC 
S 


FUO t= | i en talg, y © IR (2.1.12) 


-in 


柄 完全 平方 ,有 


en o ie oe 。 
SQ) = | eB tha: = of e`" dy 
on a 一 上 > 
= Jz (2.1.13) 


现在 ,因为 公式 (2.1.12)? 中 定义 的 函数 O A 


7 y 
5 = J ff da 
gly) t= Pi 


HEERA OMAR. HAREA ARTAR. 1 13) 中 表明 的 
那样 .他 们 在 下 上 相同 ,所 以 他 们 必定 在 复数 平面 它 土 相同 。 特 
别 是 . 设 # 为 一 这 ,有 


a 
oF f z 
or a ew 
Í ee 一 md 一 Je da © 
-n a 
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2.2 ”连续 时 则 卷 积 和 6 函数 
S fog RVR PRAM, THe HOES ADEM 
也 是 一 个 L'OR YB hoe EXD 


ROD = (fe gx) t= | ic 一 yraly dy (2.2.13 


很 明显 ,hE LCIR}) 并 日 事实 上 


edie fly (2.2.2) 


因为 


| oes" [7 E = pla dys 


=| low | ie- o le jey 


= | IG) ill G [ds lay 


在 公式 (2. 2. 1 中 用 积分 变量 变换 就 得 到 
fegayele fo9 © LCR) (2.2.3) 


即 , 卷 各 运算 是 “可 交换 ?的 .由于 了 *9 属于 LOR). ART RES IK 
Reg GAM ee LOR) hI E BD, RT A ee 
(fegeu, 容易 看 到 


(Fag u= felg, Sogou E L'OR) (2.2.4) 


因此 , 卷 积 运 算是 * 可 结合 ”的 
现在 的 问题 是 ,存在 某 个 函数 dE LORE 


fxd=f, fE L'OR) 2? (2.2.5) 


答案 是 否定 的 ,这 个 可 使 用 Fourier 变换 的 论证 来 证 明 。 首 先 , 我 们 
给 出 下 述 Fourier 变换 算 了 的 重要 性 质 。 
定理 2.7 令 f 了 与 9 属于 人 CRD), 那么 

Cf * 9) (0) = ogla (2, 2,6) 


由 于 这 个 证 明 是 Fubini 定理 的 一 个 平凡 应 用 ,这 里 省 略 。 © 

现在 ,如 果 一 个 朱 数 8E 王 (了 及 ) 存 在 使 公式 (2 25) 成 立 , 那 
么 ,使 用 定理 2.7, 和 有 

fle)dle) = flo), se LCR) 

E ;必须 有 dlo 一 1, 而 这 违反 在 定理 2. 2(iv) 中 建立 的 Riemann- 
Lebesgue 引 [ 理 。 , 

然而 ,我 们 仍然 希望 “逼近 ”在 公式 (2.2. SpA d, EA R tE 
一 全 " 卷 积 恒等式 的 近似 "(或 简单 地 说 “近似 恒等式 ”) 在 Fourier 
分 析 中 也 是 一 个 很 重要 的 工具 。 l 

E DA A tib. Rae PERM P e y mR 
{d,} CER) S424 a0 时 的 渐 和 过 恒等式 


d,(w@) 1, wo € IR (2.2.7) 


FER SRT Ae th 200 = 1, RS ， 
i: ddr = | (2.2.8) 


一 个 极 好 的 选择 是 Gaussian PARUA 
ped = i, 
2V Wa 


事实 上 WEB- 2.6 PHARO. 1.11). H e= 1/4, 我们 有 


a> 0 (2.2.9) 


gla) = e™ (2.2.10) 


= 36>» 


它 显然 满足 公式 C2.2. 7 和 {2.2.8)。 对 于 a>0 的 一 列 递 减 值 ,9。 
的 图 形 表示 在 图 2. 2. 1 中 。 


T 一 


一 8 一 4 一 3 一 2 一 1 0 1 2 3 4 5 
ly 2.2.1 Ganssian H% parami, 14,1716 


注意 :在 取 一 个 OR) ESE OS Se 9, 使 用 作 
BR BAM IBZ 24 o> 07 SRS ET OS N 


| fr gg dy ~ fle -— 0) = fl), a> or 


ix 2m E] 
(fxg (2) ~ fa), a-» ot 


更 确切 地 说 .有 王 述 定理 。 
定理 2.8 4 fEL'GR), me 


lim {f * gfe) = flx) (2.2.41) 
went 

ASMaPRHA TRE. 

证 明 Sf Hee RHA oO RIERA EA), FETE 0 tE 
|f{a--- 9) fe 
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对 于 所 有 具有 iy < 的 y 成立。 那么 ,观察 公式 (2. 2. 8 而 有 
f= g H] 
[Cf x gD D — fla)! 
== | [rf =a fle) Ig dy 


< | ISG — 的 上 (| 站 区 
+] GD -SO ley 
< ef © area + Wri ı maxg, Cy) 
HIO gdy 
<ef gdy 二 E lage 


~ [sæ] fy dy 
4 yi 


iy 


Set ILERE + ice) | f gady 


lal a A 


H EM e 0t Bt OD MRIS ARRATE AART E 
WAJE. @ 
现在 ,我 们 考虑 在 OR) PAE RES 0。 然 后 ,对 于 
AE -ERER Eg TEC EM LEW MBER i” EM 
# 
ga Tla +) = (f * gu) CE) 
类 似 地 ,我 们 在 C 上 考虑 线性 泛 函 9, 定义 为 
6° f(x 一 :一 了 (Cr) (2. 2.12) 
+ 38° 


那么 定理 2.8 中 的 公式 人 2 2. LL] RR A 
a) tC hoa 07 (2,2. 49) 

由 于 5x 了 = 了 ,所 以 5 是 * 卷 积 恒 等 " 算 子 , 因 此 ,i9s} 是 卷 积 全 等 的 
一 -种 近似 。 辐 忆 5 不 是 COR} 的 函数 。 事实 上 , 它 根 本 就 不 是 一个 
= 0。 对 于 所 有 z 兴 昌 


m (2.2. l4? 
f dtxidzx = |Í 
Sit PERE A AUT LAS RR EEE Ae 
晴 数 "或 “分 布 函 数 "”， 如 我 们 前 面 评 意 到 的 那样 ,因为 4* 了 = 了 对 
于 所 有 FECA TREAD IA E ô AY Fourier 变换 是 常数 1, EN: 
lw) = 1 (2.2.15) 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 通过 问 过 去 建立 前 节 的 定理 2.5 来 证 
WAT fa este HARB A. 证 我 们 首先 引入 恒等式 


| 7 fxr) gr) dr 一 | k TOD g adx, fsg E L (R) 
| i (2. 2. 16) 


注意 ,因为 了 与 了 像 在 定理 2.20) 中 已 证 明 的 属于 LCR), 所 以 
H p= 1 时 的 Holder 不 等 式 (2. 1.2) 两 边 积分 都 是 有 限 的 ，Fubini 
定理 的 一 个 平 几 应 用 就 得 到 公式 (2. 2. 16)。 
定理 2.5 的 证 明 令 *E 了 及 是 固定 的 并 且 设 


gly) := ere (2.2.17) 


然后 ,在 例子 2.6 中 使 用 公式 (2. 1,11) ,我们 有 


«39 8 


ma 


jo = Af ee 


Pt dt 
2H) — 00 


1 m Ga 
=~ ,j/—e 
2a N a 


其 中 g, 是 在 公式 (2. 2. De a, Al. HAR Ce. 2. 16) A 
(2. 2. 17) 得 到 l 


= g, — 9) 


Cf¥ gC) 一 | fy le — y)dy (2.2. 18) 


= f OO 


oa 


= f j FOYg Udy 


l i ipa -ay 
d 
20 Mose SPe 4 


现在 ,如 果 了 在 + 是 连续 的 ;那么 用 定理 2.8, 当 a>07 时 ,公式 
(2. 2.18) 的 左边 收 化 于 了 x)。 所 以 ,由 于 公式 (2. 2. 18)? 的 右边 趋 
BFF TNG ,有 


f(z) == FTD (7) o 


2.3 平方 可 积 函 数 的 Fourier 变换 

本 市 ,我 们 引进 在 27RD oH pg eee) Fourier 变换 的 定义 .为 此 ， 
me “Ad, 
定义 2.9 一 个 函数 JELO AARAA 


ro 一 | f(t 十 fy) dy (2.3.1) 


注意 ,由 Schwarz 不 等 式 (2. 1.3) ,在 公式 (2. 3.1) 中 的 积分 属 
a 40 . 


FOR) ,所 以 对 于 每 个 ER FORARE., EAL ETI 
理 中 ,我 们 能 够 说 得 更 清楚 点 。 
引 理 2.10 AFR SFEMCRIHAMKRGHK, MA 
O Fadili: 对 于 所 有 +E 及; 
Gi) Fi IR 上 是 一 臻 连续 的 。 
证 明 如 上 所 述 CEE Schwarz 不 等 式 的 一 个 推论 


LOT eo 


em 1/2 
< | pha dtl. 
= Fh: 
为 证 明 0i) ,我 们 考虑 一 个 任意 实数 并 使 用 Schwarz 不 等 式 得 到 
[F(z + 9) — Fl) | 
= | {fie tat yp —-f@t+y} Fa| 


1 , "1/2 
Sif V@traty — fæ + nla Itt. 


a 


a o 1/2 
— | lsat) — fO idy Fils 


因为 EOR), ARE Lebesgue 积分 理论 的 一 个 基本 性 质 ,与 z 无 


关 的 括号 内 的 积分 , 当 ~0 时 , 趋 癌 于 零 。 o 
下 述 结果 有 助 于 扩展 Fourier 变换 的 记号 以 便 包括 FOR DAY 
函数 。 


定理 2.11 令 JELRE), MA f & Fourier EM fF AT 
[CR) ,并 且 满 足下 述 的 "Parseval BER”, 


171 一 21 了 | (2.3. 2) 


a gf]. 


证 明 因为 了 是 连续 的 并 卫 直 定理 2. pa SER a Big 
于 零 ,在 公式 (2. 2 10 P3 A Ao (p) 能 作为 权 函 数 , 所 以 
对 EECR)。 注 意 


| ROO la 


= | © ga FQ) Forde 
= | rof - rol | . eG Cr) dz (dudy 


其 中 ,除了 一 个 C27) 的 倍数 外 ,在 括号 里 边 的 项 是 疡 (x) 的 
Fourier 道 变换 。 因此 ,根据 定 建 2. 5. 我 们 有 


f E gle> |fCr) dx 


= 2 rep] i fugly — widydu 


Ep gp EAR 2.9) 中 给 出 。 这 样 ,使 用 公式 (2. 3.1) 引 入 的 自 
相关 函数 记号 ;恒等式 (2.,3.2) 变 成 


a 


| galr) | f(z) Pde = 27| PCa g(a dz 
因为 F EH H (g 是 4 分 布 国 数 的 一 种 近似 ,有 
tim | _ gx) | FO) |da = 2eF (0) (2.3.3) 
went T 


现在 ,根据 Fatou 引 理 ,有 JELO); H AAW Salil SLN 
Lebesgue 控制 收敛 定理 允许 我 们 交换 在 公式 (2. 3. 3 中 的 极限 与 
积分 ,于 是 得 到 


-dd 


| | fa) sz = 2aF CO) = 22 || f || 5 


这 就 完成 了 定理 2. 11 的 证 明 。 【 

作为 定理 2. 1 的 一 个 推论 ,我 们 注意 到 Fourier BPRS 可 以 
在 作为 在 LOR AFCRO 上 的 一 个 “有 界线 性 算 下 ?而 具有 值 域 
LOR). Ep 


F L OR) Q LOR) > LORY 
> | — 722, HA OONO VOR PRR Ba. 
得 以 保持 范 数 扩展 到 整个 COR), Webi. me pe OR). 
ABA Oy RT: 
(fla), 对 于 lel S&A 

xl ) i= 5 

Ss T o RE 
Hp N=1.2.-°, ET LORA OR), APA f ELR), 实际 上 ， 
容易 看 到 ,六 上 是 LXCR) 中 的 一 个 Cauchy FSF AIR PR) 
的 完备 性 ,有 一 个 函数 PE POR) fE 


lim {| fs — So. | 2 一 0 


(2.3. 4) 


EM212 — phe fC UR) 49 Fourier 4 f VM AL Fy) 65 
Cauchy MIR fo. F AAS 


flo) = l.i, m. o. t. flo) 


ao 


NT 
= jh i m. o t f e ™ f(x)dx (2.3.5) 
一 外 


os 


Lim ot RA“ PP -PISH ER’ (Limit in the mean of order 
two), 
当然 ,对 于 fE (CIR), 了 的 定义 不 依赖 于 fy LARON ER) 
"3* 


(EA. BR YE LORE Ba fee fg LERON LORS 
的 另外 的 Cauchy FES REA ef. (A A PE TY i 
性 ,公式 (2. 3. 4 中 了 的 截断 ,特别 在 信和 号 分 析 中 是 常常 选择 的 .我 
们 还 注意 到 ,也 由 LOVORA POUA ESE 站 (了 及) 中 
BREF F 是 一 致 的 。 这 可 使 用 基本 的 Lebesgue 理论 很 容易 
验证 ,最 后 ,我 们 必须 强调 Parseval 恒等式 (2. 3.2) 扩 展 到 整个 
dR), hI. GARR . 

定理 3. 13 对 于 所 有 fE TCR), FRAARM SE: 


] aoa 
Sig >S gS > (2.3. 6) 


特别 是 ,中 了 | a= TE |i Pil as 
公式 (2.3.8) 中 的 关系 还 称 为 Parseval 人 恒等式。 
证 明 ”由 前 述 讨 论 可 见 
| all = 2z litki i R E LOR) 


国 此 ,在 内 积 恒 等 式 
2 T a 2 
fo /ty | = Hf ol: 
E : Faa z 
+ fe We ale ,3.7,) 
At 
fogs fo gs fr-ta, frig 
的 每 一 个 代替 请 公式 (2. 3. 6) 就 可 得 到 。 @ 


回想 一 下 , 当 在 定义 2. 4 中 引入 Fourier 道 变换 时 ,我 们 必须 
把 "PAE ORG F 的 值 域 的 交 , 因 为 多 没有 把 LORO 
映射 到 FOR), bb PATHE 


+ 44> 


f@) = (# fy@) 


除非 了 在 x 是 连续 的 . 男方 面 ,T*( 民 ) 的 理论 是 如 此 的 优越 。 我 
GAEDE 映射 TCR) 为 自身 。 下 面 ,我 们 证 明 , 这 个 映射 实际 上 
是 一 -上 映 上 的 ,所 以 Fourier 道 变换 .六 | 容易 公式 化 ， 

在 我 们 深入 讨论 之 藤 .我 们 需要 下 述 商 备 引 理 和 和 一些 记 号 。 
3l 理 2.14 A faer AR) Pa 


[food = | Fo)ds 2.3.8 


证 明 村 在 公式 (2.2. 16) 中 指出 的 那样 ,因为 公式 (2, 3.8) 对 于 
fgE DUR) MO? SFA POR NECRO VOR) PER EHR 
容易 看 到 公式 52.3. ORT feger OERE. 性 
ES 2.15 对 于 在 月 上 定义 的 每 个 SF BRP 定义 如 下 : 


fF Cx) := f r) (2.3.9) 
我 们 称 ÆJ PERSOA H”. 
述 结论 是 平凡 的 。 


引 理 2.16 令 了 ETIOR?), 那 么 


= A ` py 
FOO = FIG); CET Cf e C2. 3. 10) 


我 们 现在 打算 建立 Fourier 变换 算 子 在 LOR) EAP. 
定理 2.17 Fourier 变换 多 是 JIRE) 自 身上 的 一 个 一 一 映射 。 换 
VER HAP gE LCR), 有 相应 前 一 个 且 仅 有 一 个 SEL OR) 
使 了 一 9， 3p 


Y 
Fa = LF Tp G@) = gC) (2.3.11) 


Æ g 69 Fourier iF FR, 
WAR 令 9E 天 (月 ), 那 么 公式 (2. 3.9) 中 定义 的 它 的 反射 也 
a 45+ 


WEF POR). FQ A676 th OR) ee 
1 
f(r) := z fg tx) (2. 3.12) 


几乎 处 处 满足 了 一 gy。 
实际 上 ,通过 依次 应 用 公式 (2. 3. 10), 引 理 2. 14. 公式 
(2. 3. 12) 《2. 3. 10) 和 Patseval 恒等式 ,我 们 有 
| 一 了 | 

= |g] ž— 2Re < gf >+ Wei? 

= gl} -= 2Re < g (>+ | FUE 
lgl} ~ 2Re <g> RN: 
lgil?— 2Re < gf >+ | fq} 


~ l. a 
= ols 2Re<3 > I FI 
2 yee. 
= iali Alali sN 
eye S 
=- lolit stg liso 


所 以 几乎 处 处 有 f= g. 

按 公 式 (2.3.12) 的 定义 ,证 明了 是 POR PAE RRO 
满足 j==y; 这 等 价 于 证 明了 = 二 0 推出 4=0 几乎 处 处 成 立 。 这 是 在 
定理 2. 13 中 Parseval 恒等式 的 一 个 直接 推论 。 SS 

上 上 述 讨 论 的 Fourier 变换 的 严 ( 了 及) 理论 通常 叫 作 Plancherel 理 
论 。 


2.4 Fourier 级 数 . 
现在 我 们 转 到 2r 周期 函数 的 研究 。 RT ps poco ,将 
。46 。 


使 用 下 述 记号 ， 


A | 
[二 iste) ae 对 于 1S p<oco 


ess sup |f Cz) |, 对 于 二 oo 


[i ` 
(2.4.1) 


对 于 每 个 pg,5L"C0,2z) 表 示 在 民 PILE AD Rb fet 2a) = fl) 
BL eao<ce 的 函数 了 的 Banach 空间 。 有 时 只 由 连续 函数 组 
成 的 DCO, av) A fa] C CO, ee EE eB] E002) AH. 
ie EARE > 是 提醒 我 们 ,对 于 EC [02r], £00) =f (27), 

在 公式 (2. 1. 1)、(2. 1. 2) 与 (2.1.3) 中 对 于 CIR) 的 
Minkowski, Holder 与 Schwary 不 等 式 , 对 于 L025) 也 是 有 效 的 。 
特 恢 是 ,对 于 7 一 2, 我 们 又 一 次 可 定义 “内 积 ” 1 


IF Ul ee :一 


2n 
< fg >= Al f(a) jdr (2.4.2) 
TJ 
f.g = LO, 2m) 


其 中 星 号 用 来 区 分 这 个 内 积 与 (RB) 中 的 内 积 。 在 后 边 我 们 还 需 
H PÆ X Minkowski 不 等 式 : 
. 1 上 
"1 gn b P | |? fi Za , > PE 
f , J BG dz < dal ， laCé,x) | dr dt 
€2. 4.3) 

其 中 广义 只 是 用 一 个 (Lebesgue) 定 积分 代替 一 个 有 限 和 。 还 应 注 
总 ,与 不 是 崔 套 的 空间 WR}) 比 较 ,我 们 有 


E°(0,22) S LO, 2m), pig 


这 个 应 用 Holder 不 等 式 很 容易 验证 。 
空间 x0,27) 的 伴随 空间 是 满足 上 im} || "<ce 的 双 无 限 序 
47 。 


Ala} kE ZH FAD EA PHC) ,其 中 


SS ja), HFIS 
l {a,} | pis | or 
Isupia,|, MF p= co 
k 
(2. 4.4) 


34 9b , Minkowski. Halder 与 Schwarz 不 等 式 对 于 序列 空间 继续 有 
3, 类似 于 Hiibert 空间 OR) O. 2r), Si) ES OBA 
有 内 积 


<{a,}.{%} >e t= Dad, (2.4.8) 
kek 
的 一 个 Hilbert 空间 。 
回顾 (积分 }Fourier 变换 用 来 描述 具有 有 限 能 量 的 一 个 模拟 
信号 (FEC ORD ME. RB RMA A ETAS” 
(op? 的 “离散 Fourier 变换 ”多 ,以 便 描述 它 的 谱 特 性 ,如 下 : 


CF {epi := Do 【2. 4. 6) 


EZ 


BD. (0, 的 离散 Fourier BEA le: $ E “Fourier 系数 ”的 Fourier 
级 数 , 这 里 没有 讨论 在 公式 (2. 4. 6) At Fourier g 85 He oe HE 5 (AE 
MF lat CC, RIM THA eC IR 绝对 与 一 致 收 艇 是 明显 的 。 通 
常 ,形式 级 数 公式 (2. 4 6) 可 以 简单 看 作为 序列 {es} 的 “符号 ”。 
因为 二 cosr 十 isinr ,所 以 公式 (32. 4. 6) 中 的 Fourier 级 数 还 可 


flz): -5 ce" = 5 + > oske + SS osintr 


k= 一 on km | 
(2.4.7) 


. dg» 


THF 


ft aaa 


by = ilc — c) 


RAC. 4. 8) 可 很 容易 使 用 下 述 便 等 式 导出 : 


. e —-e * 
sins 一 一 一 一 
ai 
cos: = 
2 


Aati A DRAAM ICH FO RIPERT Fourier 级 数 的 一 
个 记号 , 它 直 例 可 能 森 是 --- 个 函数 。 在 任何 情况 下 ,总 能 研究 三 角 
多 项 式 


(Sy) C2) E -~ Ce = S 十 >; {acoskr 十 msinkry》 


f= N 


(2. 4.9) 
FP ON 是 非 负 整数 。 这 称 为 Fourier 级 数 节 的 “部 分 和 ?”。 
AN 次 三 角 包 项 式 
] y sin N + 1), 
Dy (a) ye cos 一 =y 2 4. 10) 
2sin a 


是 特别 重要 的 。 它 称 为 N “Dirichlet 核 ”。 注 意 , 社 少 在 形式 上 ,一 
个 Fourier 级 数 了 的 第 六 个 部 分 和 Sef BEAR AL £ N 次 Dirichlet 
RA BAR Al, P 


an 
CS, f) G@) = =| fie + DD Ca (2.4.11) 
ü 


-49> 


in 
Fa T Dale — tdt 


如 果 FE 000.25) ,公式 2. 4.11) 中 的 积分 肯定 是 有 意义 的 。 
另 一 方面 ,如 果 f 是 LECO, 2a), 1 pmo, 中 的 任 一 函数 ， 那 
么 能 够 定义 S OPS AL Fourier EE R E o A 


CF 7 UPC) = ai = 去 | "(aje "da (2. 4. 12) 
2T, 0 


El. 2%" WR FEO 20 FB ARREA ef} KEM, 当然 ， 
-AE FIE — > Fourier 级 数 


Sae" (2. 4. 13) 


EZ 


而 且 这 个 序列 称 为 Fourier 级 数 的 “Fourier 系数 ”的 序列 ,一 个 基本 
的 问题 是 ,是 否 这 个 序列 “ 疏 敏 "于 原来 的 函数 ff. 这 个 论题 的 讨论 
在 下 节 进 行 。 下面 ,我 们 只 研究 27(0,2e) Me. 

定理 2.18 令 fE L027), a 2 f 43 Fourier 素数 前 序列 人 c,(f)} 
ATE HAD A Bessel HEA, 


> le?) HES <| filli L 0.21) C2. 4. 14) 


下 一 一 所 


证 明 S Sa ORI Fourier 级 数 公 式 (2.4. 13) 的 第 N 个 部 分 和 。 
那么 我 们 有 


0 il f — SeCP? || Zee (2. 4. 15) 
= lf fil ozn 一 2Re< Sn >” 
+ ESD | ee. 
其 中 容易 验证 


. RD- 


LEROS Slaw 2.4.10) 


k= 


| SCP Ul Foe = > EAS |? 《2 d 17) 
因此 ,把 公式 (2. A 10 4 IT EA RECO 4.15) ,我 们 有 


x 

`x EASD P< FI PEO, ar 

因为 这 个 不 等 式 对 于 任何 NW 都 成 立 ; 我 们 就 证 明了 公式 

(2. 4.14), © 
定理 2. 18 的 道 定 理 是 下 述 所 谓 的 Riesz-Fischer 定理 。 

定理 2.19 AICHE MAAARI FEU 2m) BSR 

个 Fourier £24, ME 


Dy lel? = ISH rozo (2. 4. 18) 
这 个 定理 断定 ,离散 Fourier 变换 F HEP BRA LO, 2r), 
并 且 重 等 式 对 平 在 KH ”有 映射 之 下 , 己 的 值 域 中 所 有 了 成 立 。 
证 明 ”对 于 每 个 正 鳌 数 w ,考虑 三 角 多 项 式 


Syl) 一 > ce (2. 4. 19) 
ke N 
AA AT ALE a 


x 
> le, |? 


=N 


rill" 


是 -个 实数 的 Cancny 序列 。 因此 ,对 于 3. 一 Sw |! Peace SR 
WPA RO. 4. 17) 的 恒等式 ,显然 ,15s} 是 天 (0,2z) 中 的 一 个 
Cauchy FRR. 令 7E 50,2mr) 是 这 个 序列 的 极限 。 那 么 根据 Bessel 
AFE 4.14) 9 Fourier AE: c( 站 满足 估计 


K 
DY eN S al S A Sy ll Boe 


因此 A NN 一 coo, 可 得 到 
al = es ke £44 


而 上 且 ; 由 公式 (2. 4. 16) 02. 4.17), 风 有 


| 了 一 Sy | T, 2m) 
= Il f | Ehta) — 2Re < f,Sy > + | Sy | 028) 


wr 
ly |i Eoen) ~ > lal’ 


上 二 一 六 


当 六 -oo 时 ,这 就 得 到 公式 (2. 4. 18)。 J 

要 次 强调 定理 2. 19 SU EERO. 4. 18) 对 于 在 离散 
Fourier WHET FEN i 的 值 域 中 的 所 有 函数 是 有 效 的 。 公式 
(2. 4. 18) 的 确 能 够 扩展 到 整个 760,27 EE Weierstrass 定理 的 
一 个 推论 。 该 定理 说 ,所 有 三 角 多 项 式 的 集合 在 100,20) p EA 
密 的 ,但 等 式 (2. 4. 18) ,扩展 到 整个 170,20) PRAM 10,27) 
By “Parseval 人 恒等式”. 建 立 Weierstrass 定理 的 一 个 简单 方法 是 考虑 
JEI. 2r) Fourier 级 数 部 分 和 序列 的 Cesaro 平均 。 

令 了 E TC0,2x) 且 用 SJEME 4. Pe LA 
Fourier WAAD e 个 部 分 和 。 R i Se SAR N 个 Cesaro 平均 给 
定 如 下 : 


= K2 


o,f t=. S aa (2. 4.20) 
E A Saf BEAR 4. 11) 中 定义 的 (对 于 FEM OO. 2m 
L'(0,20)) f Dirichlet # D, AUF. AUS o fF BFA 


Dyn) — v8 F Drle) 
V+ 1 


A, Cx) :一 


] 
—. 1. 2 (2.4.21) 
NEI asin?(Z) 


定义 的 所 谓 *Fej er BE" AL, B 
CoD Ce) = + ie — 2K,Cé)di (2. 4.22) 
i 


注意 ， 三 前 多 项 式 Kx OB [itt FF Dy tr) :下 对 于 所 有 zx 成 立 。 
这 个 性 质 在 建立 下 述 多 项 式 稠密 性 的 结果 中 足 至 关 重 驯 的 。 
定理 2.20 4 fEL0,229, Pz 


lim || f -- esf | 20,20 = 9 
Hi eco 


在 证 明 这 个 结果 之 前 .我 们 发 现 , 方 便 的 是 引入 12(0.2#) 的 
eS ILS: 


- 53 - 


1 
fat iF 
wf) t= sup eal (fix 一 站 — f(z) "dey, 
a PA ; 


Elam o 
Me LO, m, Pl S pa mx; 
4 AMR p= 0, IBZ (2. 4. 23) 
oC fin) t= wlan) 

:一 sup max|fCr + 4) — ft, 


DRET 工 


对 JEc 0,2z] 


注意 ,上 ”0,2r) 用 它 的 子 室 司 上 :50,2x] (RE. KE BS 
ali Sw S39) 是 1 的 非 碱 函数 ,并 且 


eo p — 0 4 y 0) at F S E LO, 2w) 


C2. 4.24) 


现在 转 到 定理 2. 20 的 证 明 . 
证 明 国 为 
Lf es 
了 | , FCrdr = J 


依 深 用 广 半 Minkowski 不 等 式 (2. 4.3) 和 和 oo CF EE RT AT 
ES — BS | asa 
17 * 1 2a 
| o |27(Y 一 5| i {f — fir 一 站) 


= |77 


54» 


oo w+ De! 
z za] * a“ 2 


1 
1 2 加 加 z la 
x Fel i | rC) flx— | dz | 


n! (N+ 1) z 
si 2 


oat 十 二 | | a we Cf; lt] dt 


从 


sin -5 


2 
2 CN + 13 


sin 

T | l 2 
N+ 1) o É 
zf CN- Lone sinu 


Cy wo, Cf 3 = 元 党 de 


“ty CF pt) df 


2 


4 &>0 是 任意 给 定 的 ,选择 MoO ff 
=- d 
wll F ll ozo] du e 
Hu 


因为 wet 了; © 852 || FL ec an A wolf; 大 一 个 非 减 函数 ,由 此 得 
HW ON + lacey 


If of ss < et Sf CM oie 


Mr a | 
<iect 39 yep ~e+t 
当 六 一 co 时 ,这 就 完成 了 定理 2. 20 的 证 明 。 o 
使 用 前 述 关 于 三 角 多 项 式 在 LO, 2m PR ER PT 
现在 能 够 建立 本 节 的 下 述 重 要 结果 ， 


«556 


EIE 2. 21 公式 (2.4. ORR A ie Fourier © #4 LOB 
1200, 29) E ah — 4S SE By, th GS de aR EAO, 22) 
上 .使 Parseval JE F A 


a ， 2 -一 I a, Paty [ear 2 bo; E 
和 :| = 去 | , iiri | dr, fe L027) (2.4.25) 


m2. Poe (fe f a9 8 & 4 Fourier 系数 。 

证 明 EW 2.19 i PPA 700.29), OY EA BY 
是 上 AY. S Pe LO, 2m EE EY HHH iE ia! Rom f AY 
Fourier 系数 的 序列 .那么 E EH 2.18 中 的 Bessel 不 等 式 ; 我 们 
Ki 


oo 
` 
| 2 oe 
> EARS seks Ll, 


k= Cc 


男方 页 ,根据 公式 (2. 4. 20) 中 af 的 定义 ,并 且 参 考 公 式 
(2.4. DRE Sf. Gb oR 


a 


DWO = De” 
所 以 
| asf | Lan.) 一 > 《1 一 ae 
ETIN N+ 1 
S Sal WE AL Fraza 
tN 
即 .我 们 有 


; I7 
i 了 | zea 2 >> ley H > | nf |l teoa 


i 
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= ri oso = AS ass {| tewo 


四 此 使 用 定理 2. 20,9 T Parseval 恒等式 (2. 4. 45)。 这 个 人 二 
等 式 保 证 .多 ”是 一 eter. AAS s ES APA Fourier 系数 是 
KA fy Bonen = OB f=0 几乎 处 处 成 立 。 o 


2.5 FEAR OK SE TB AD Poisson 求 和 公式 

£8 9% Fourier K PUK oe AYE je SE — RA Ye. (E E E 
AMPS 1 GABAR. FRI Tie s e AS ES RG g hi 
省 略 它 们 的 推导 。 

TH MRR. PE PD 2x 周期 的 连续 函数 , 它 的 
Fourier 级 数 在 每 一 个 有 理 数 点 发 散 。 另 外 , 基 至 存在 一 个 
LO, 2 的 国 数 , 它 的 Fourier 级 数 处 处 发 散 。 因 此 ,必须 施加 共 
一 些 茶 件 保证 收 熏 。 要 求 壤 弱 假定 的 收敛 结果 是 一 个 很 深蓝 的 竺 
RGR PAR Ub ECO, 27). 寺中 1 二 ps 中 的 每 个 丽 数 了 的 
Pourier iK JL Ab Rh ie yt re 下面, 我 们 对 一 致 收 傅 ,或 至 少 在 

述 结果 称 为 收 敏 的 Dini Lipschitz 检验 法 。 这 里 将 使 用 公式 
《2. 4. 23) 中 中 入 的 一 琉 连 续 模 的 记 oline 
定理 2.22 A JEC*50,27] 使 


机 i t 
| OOO ~ o (2.5.1) 
t 


ATED R a MA f áh Fourier g H — Hk 4h T f, P 
jim if - Sef I Lata] = 0 
例如 .如 果 OCF) SODA TIED e> 0 成 立 ,那么 公式 
42.5. DPP REEERE- 


FEA GBA 0 ie aE BRO Dirichlet-Jordan 检验 法 。 
.57 。 


对 于 振 落 不 是 太 证 烈 的 函数 , 它 是 有 效 的 。 这 禅 的 函数 称 为 “有 界 
变 关 ”函数 . 众所周知 (由 定义 导出 不 太 因 难 ) ,每 一 个 在 区 间 La,5] 
上 的 有 界 变 差 画 数 能 够 写 为 两 个 非 减 函数 之 羞 .因此 ,如 果 了 是 在 
[4,58] 下 的 有 界 变 差 函 数 ,那么 两 个 单 边 极 根 


| :二 lim f(a + &) 


mor (2.5.2) 
rz t= lim fir — A) 
aot 
在 每 个 rcr 存在。 
定理 2 23 A fE ALO Qe LAKE Zed 2r PMR, 
之 于 的 Fourier # 3% 4h eb dt 48 -F Cf Gat fr /2, Bp 


+ _ 
lim (Sf (ry = £2 ) tse ) 


(2. 5. 3) 


HPAP TER AS. 而且, 如 果 了 在 任 一 紧 区 间 fa,5] 也 是 连续 
49, ARZ f 49 Fourier 级 数 在 [La 上 一 致 晓 族 于 fa 

虽然 在 本 章 的 前 三 节 持 妍 究 的 (积分 ?Foeurier 变换 是 定 尽 个 
LCR) ,但 是 Fourier RM Hm RSA. AT Ae e 
数 fE VCR) ,最 简单 的 方法 是 考虑 


D(x) :一 >) fle + 2ak) (2.5. 4) 
引起 的 第 -~ 个 问题 是 ,如 是否 是 一 个 函数 ,对 于 p=) BSR SE 
的 ,表示 如 下 。 

引 理 2. 24 A FELUR). MAERA SD DOPER LF 
db shut $4 T BS Oe EO, A LP ab abe oe Æ t ap aS, 
HAGEUO.2m LAR 


1 
li Ü; il Li SE on fila (2.5. 53 


. bR 


证 明 一 日 有 


= 2 

>I | f(a + 22k) |dr < co 

ponte D 

就 建立 了 几乎 处 处 绝对 收复 。 除 此 而 外 ,与 公式 (2.5. 5)-- 起 :由 简 
单 观察 直接 得 到 


oo 


ae r 
| TOLED 
v 


k= Son" 


dn 

{ftir + 20k) ldr 
0 
oom aatk+b 1) 


=> [fŒ [dz 


J dak 


=|" f(x) [dx < co o 


出 此 引 理 ,就 可 以 考虑 的 Fourier 级 数 , 即 


Oe) = > ce Pe" 


k=- 


1 Bx _. 
cB) = 去 | ， ed (addr 


= LSP epee ton 
= 37 Š), eT" Fea + Om jldx 


net 1) 


= 二 > | e fCr)dr 


jaro esl 
= STH) 
E Int 
因此 ,如 果 号 的 Fourier RMON 名 ,那么 两 个 量 


> [Ex + 29k) (2.5.6) 


k= 一 = 


foe (2.5.7) 


fe WS FEA. ARSE RE ALAS, AI O00. 22) ER 

Fourier 223% He ATLA Rh ah Ae AR. EDA eh a A HE AE TO, BX 
f DURE AG EAI O. 5.6) 与 (2, 5.7) 是 相同 的 ,首先 ,我 们 满足 
于 一 -个 很 一 般 的 论 晰 。 
定理 225 A FELCRA FRG RG, 

Gi) #2. 5. pababa a PR PRR HH, 

ci) Fourier @ #602. 5, 7) Sab ab dk t, 
AM 2 F E “Poisson 求 和 公式 "成立 : 


Je 一 2ak) 一 5- a fide“, 2 € IR (2.5.8) 


《一 一 5 


特别 是 
< 1 aa S = 
Lm: = 元 之 了 (2.5.9) 


Eh fA E CSP RRA RE GD) SGD E ZAT TE 
Pl Poisson “RAIA FEC 2. 5. BB C2. 5. 9) 能 够 陈述 为 稍为 不 同 的 
形式 。 BE REE ES :二 了 (ar) ff Pa>t. kA 


了 tr) 一 af 因此 ,公式 (2.5.8) 与 (2.5.9) 变 成 


f ua f } mh a È +, 
| > Tiz + Znak) = Fra > IO )er 
ata, ET 


k= 一 < 


1 = (2. 5. 10) 


| > f 2xak) = 元 Pa I 


上 一 一 5 
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特别 是 ,选择 a= Or) ', 我 们 有 


| 5 Ja + k) 一 ` fC2nk et 


上 一 一 cm k= 一 se 


>>) fi) = = PCak) 
现在 列举 使 定理 2. 25 中 (与 5ii) 都 成 立 的 一 些 条 件 。 
推论 2. 26 信子 是 对 于 某 修 G1 满足 
1 ya 
f@, faa = OTF iE (2.5. 12) 
a9 — 4 a RB ee AR Poisson Æ fA A (2.5. 8) 对 于 所 有 z€ IR 
RÈ, 
注意 ,因为 了 满足 公式 (2.5.12), 所 以 了 必定 是 连 绪 的 ,显然 
G) aD APIE RÄ a 
推论 2.27 全 JEPOR)》 并 且 候 宝 在 公 支 (2.5. 4) 中 的 经 数 处 处 
wef A[O.2e EH PARE Ze HR. IE A Poisson 求 和 
DAC G De P REP rOR RS, 
mR p, 是 L0,2r] 上 的 一 个 有 界 变 差 连续 函数 ,那么 ,根据 定 
H 2.23, 它 的 Fourier 级 数 (2.5.7) 处 处 收 笋 于 Br。 即 ,2. 5. 6) 和 
(2.5. 7) dee. 
最 重要 前 - PAE Ef — TOR A RES RR. 
对 于 这 样 一 个 了 ,公式 52.5. 4) TE ths, th 
连续 了 酒 数 并 且 在 L0,2x] 上 是 有 界 恋 头 的 。 至 少 第 四 章 中 详细 研究 
的 至 少 二 阶 的 全 部 屯 拌 条 .是 一 些 典 型 的 例子 。 
最 后 ,使 用 Poisson 求 和 会 式 研究 公式 (2. 8. 1) me AY es 
fe ORAS BALL F AY Fourier 变换 来 结束 本 章 。 这 将 更 好 
地 络 我 们 在 第 五 章 中 研究 于 正 交 小 波 的 构造 作 了 准备 。 使 用 公式 
《2. 3.9) 中 引入 的 子 的 反射 记 导 广 , 我 们 可 以 重新 把 只 表示 为 


e 61+ 


(2.5. 11) 


For) = fPG 
因此 .使 用 引 埋 2. 16, 得 到 
Pa) = [ftp (2.5.13) 
现在 ,内 为 /属于 ZR). 所 以 用 Parseval 恒等式 ,二 也 属于 
dR). 因此 ,FE ORFF IL aE 2. 24， 


PCa) = > F(x 一 ak) = 5 | fa + 2nk) |? 


(2,5. 14) 
ILE shabir ay WH DrE Oa). 
为 研究 A 的 Fourier 级 数 , 要 利用 外 加 的 条 件 , 芭 了 E72CR)。 
BAD CRF ER. HABE F=f QO HAF LOR). Af 
以 ,根据 定理 2.5, 有 


or 


a p Sr E — F yp 
F(z) s= (2 TIF} (Cr) == a < FCy)dy 


一 (eB (-- x) €2.5. 15) 
2r 
BLAH. 的 Fourier 系数 用 
e = DD = GETO = FC A) 
给 出 。 即 ,as 的 Fourier 级 数 能 够 写 为 


mo 


O(a) = SRC we = D) Fe 2.5.18 
k=—co 


k=- co 


所 以 ,就 有 


= 62 « 


X Jet 226) = DS) Pade (2.5.17) 
JLF ak eb oe. HH 2 ee 并且 公 式 (2.5.17) 的 右边 称 为 序列 
(PC) BO RRS”, OS fF A R TERA RP 
HAA AEE HE OOM AS BP Laurent & srt", 这 个 
Laurent ZRI PPA f ch aay“ Euler-Frobenius 多 项 式 ”。 西 此 ， 
公式 (2, ATE TO A S ERR Euler-Probonius 多 项 
RAE AR C2. 5. ARRIE RRAN d 之 间 的 一 个 很 前 要 的 关系 ， 
We 2) 30 (2. 5. 14 RY PTE FLY He ARIE 下 变化 和 对 慢性 是 有 带 助 的 。 
这 些 题 目的 纸 节 在 以 后 儿 章 ,特别 明 在 第 五 章 中 研究 。 

返 同 到 公式 人 2.5. 17) 而 没有 假定 了 是 紧 支 撑 的 ,对 于 FE 
HOR) OER) Fag LP ab abd PF FR TA He RAT T 
在 zE 妥 公式 (2.517) 成 立 的 二 条 不 同 的 茶 件 
定理 2. 28 p J 了 ELIR) 满 足下 述 三 个 条 性 中 住 何 一 个 : 

O FS DASA OSO T aSk, 

4 |z| oo, 
GD fA ERATED yd 属于 类 Lip), Ep 
o sup sup [ÌGO — fa) |=00), we k0! Bt 


(2. 5. 18) 
Gi) 了 是 一 个 紧 支 皖 的 连续 注 数 ,并 且 在 它 掏 支撑 上 是 有 界 
ZH. 
ALA , eth tH BY 
Dy [PG + 2k) j? 
= >, | f+ Taye ™ (2. 5.19) 
k= e = r ' 


aT MR rR 成立 。 
+ 63° 


注音 .在 条 件 () 一 Gi 中 的 每 一 个 已 经 隐 含 公式 (2.5. 19) 的 
左边 是 Fourier 级 数 寿 边 给 出 的 一 个 2r 周期 连续 函数 。 这 对 于 人) 
是 清楚 的 ,但 对 于 (站) 与 ( 汪 ) 还 需 作 一 -点 工作 .对 于 (0. GD Gii) 
的 每 一个 的 Fourier MH AEP EIR ATC BR ap Hl ETE 2. 26, 
me M2. 22 与 定 亚 2. 23 得 到 。 o 
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第 三 章 “小波 变换 和 时 间 - 频 率 分 析 


A TIH Fourier 变换 研究 一 个 模 氢 信号 的 说 特性 ,必须 获得 在 
时 域 中 信号 的 全 部 信息 , 雁 至 包括 将 来 的 信息 。 另 外 - ae 一 个 信 
号 在 某 个 时 刻 的 一 个 小 的 : 邻 城中 变化 了 ,那么 整个 个 溢 就 受到 影响 ，。 
实际 上 ,在 极端 的 情况 下 .5 分 布 5Ct 6) 只 具有 一 个 点 ， 和 的 支撑 ， 
它 的 Fourier 变换 是 e .这 无 颖 覆盖 整个 频 域 。 因 此 ,在 非 平 稳 
信号 分 析 和 实时 信号 处 理 的 许多 应 用 中 .只 有 有 Fourier 变换 公式 是 
HH A AE YY 

在 时 间 频率 分 析 中 ,Fourier TAARA RE A BR D. Gabor 
注意 到 了 .D. Gabor 在 它 的 1946 全 的 论文 中 ,为 了 提取 信和 号 
Fourier 变换 的 局 部 信息 .引入 了 一 个 时 间 局 部 化 “ 窗 函 数 "y(f-… 
/): 共 中 和 参数 上 用 于 平移 动 窗 以 便 覆 盖 整 个 时 域 . 实 际 E Gabor 使 
用 了 -个 Gaussian 男 数 作为 窗 国 数 *。 因 为 一 个 Gaussian pA Sf AY 
Fourier 变换 还 是 一 个 Gaussian PA BY. fF LA Fourier 道 变 搞 也 是 局 
部 的 ; 

本 RC SRL ST] a FE Gabor 变换 。 一 般 所 谓 的 “ 短 时 
Fourier 襟 撞 "CSTFT}) 的 讨论 各 影响 窗 的 大 小 的 浏 不 淮 康 理 是 第 2 
BAA. 特别 是 ,将 会 特 到 . 作 何 STRFT 的 时 间 - 频 率 窗 是 严格 
a AE EEA MA 
使 在 第 BSA RAM EER OWT (REO Fourier 变换 及 
Boi ehh IWT 给 AROUSED S EN Fourier EHR BTR TT a. A 
Bi FOF ABA CIR RE) SRA- -AE E HR E ER E m a- 

* BB" 


豪 变 诊 残 变 宽 .为 了 由 信号 分 解 的 同 部 谱 傍 息 重 梅 这 个 信和 届 , 逆 
WT sta). 连续 时 间 与 记 散 时 间 观 测 的 信息 都 要 考虑 。 这 将 
PRAG A eja Pa Ea SR TE 


3.1 Gabor 变换 
一 个 在 FACR > AY BR RE at FA tem BO A PB —* 
fA 5.3 BE Fourier BH 


fle) = | ef Cede (3.1.1 


揭示 信号 的 湛 信 息 。 这 里 种 整个 这 一 童 ,t+ 与 % 分 别 留 作家 示 时 间 
HAREE. EPF HAZA L DATARSI A 局 部 观测 
提 到 谱 了 的 信息 不 是 很 有 用 的 。 真 的 需要 一 个 “好 ?的 时 间 徐 。 

对 于 时 间 局 部 化 的 “最 优 " 窗 ,月 任 一 Gaussian 函数 


2 


galt) :一 ~i (3. 1.2) 


1 
一 — -€ 
2 Jna 
实现 ,其 中 作为 窗 函 数 ,“>0 BCE 2 2. 1)。 这 里 ,最 佳 性 
是 用 在 下 节 讨 论 的 测 不 稚 愿 理 描述 。 对 于 任何 定 值 a>>0, 一 个 孙 
数 FE LCR) AS “Gabor 变换 "定义 为 


(Apr) = |" eM FO) galt D GL) 
即 , (Saf) (co) TE C= b AY AHA AR f 9 Pourier 变换 局 部 化 。 窗 的 “ 宽 
度 "用 (约定 的 ) 下 常数 4 决定 ,这 在 下 面 讨论 。 ERS 2.6 
中 的 公式 (2.1.11) 在 6 二 0 和 4==(4a)-! 时 ,我 们 有 
全 galt — d)db =|" garde =1 BLD 
所 以 


+ 站 全 « 


| can ort = fo), wE R 
也 就 是 说 ,f 的 Gabor 变换 的 集合 
:bE IR} 


精确 分 解 了 的 Fourier 变换 妨 以 便 给 出 它 的 局 部 谱 信 息 。 为 选择 
窗 冰 数 宽度 的 度量 , 俩 用 标准 偏 盖 或 均 方 下 持 续 的 记号 a J 


| | oy .. 172 
A t= —— ! rgi (rdr (a. 1.5) 
mS Teed -7 


ERAT p BOP. URSA. 2. 5) 定 义 的 这 个 函数 
的 中 心 是 0, 因 此 ,与 在 定义 1.2 中 引入 的 “学 径 ”通用 记号 相 
Ee FERIE ERK ge 的 宽 是 2A, 

定理 3.1 HATT a> 


A= Va (3. 1.6) 


P, ee 9 的 宽 是 2 Me, 
证 明 FARC. 1. 1ye o=0, RITE 


| ed = an? (3.1.7) 


并 和 且 对 参数 4 微分 两 边 得 到 . 


因此 .在 公式 (3.1. 站 和 G3.1.8) 中 令 a= (2a) ,由 此 得 到 
Il gs: = (Bra) (3.1.9) 


从 而 


767 。 


1/2 
A = By) d VE am = Va o 


a 2 


FERTA GA AIRA VEAN M E AAE FE TE ARG. 1. 3} 中 的 Gabor 
变换 , 即 , 设 


G aC t= eg Ct — b) (3. 1. 10) 


我 们 有 


HPO) =< HE, >= | TD 本 Da 
(3.1.11) 


H STG ih. A ETE ie 看 作 子 的 Fourier 变换 的 局 部 化 ,而 是 使 用 
在 公式 53. 1. LOOP RB BR OL. IE RRR We PC BS HF 
T. 年 边 ,我 们 将 按照 这 个 观点 把 它 与 “积分 小 波 变换 ?比较 。 对 于 
一 0a 一 2 和 aa 一 4 可。 的 实 部 与 虚 部 的 图 形 表 未 在 
图 3.1.1-3. 1. 2 中 。 


一 3 —2 — 1 9 ] 2 3 


图 3.1.1 ReGl,,, «= 0.2925 


= 68 « 


一 名 — 1 a 2 


图 3.1.2 lmGs g = 0.2300 


3803.1. 11) 的 一 个 优点 有 是 ,公式 (2. 3.6) 中 的 Parseval tH 2 
式 能 够 用 来 把 了 与 了 的 Gabor 变换 联系 起 来 。 事实 上 ,因为 


GE (Cn) -一 Ee 【3， l. 12) 


HARK (2. 2. 10.57 DA 


(HP =< fry >= x KGL 3113) 


一 = Pap ere" dy 
— e > OF 
一 一天 《e F CH) Gia} 一 win 
2 we 7 
ee g a 
= — ("D D) 
2 A na 


* 6G « 


现在 从 两 种 不 同 的 观点 来 解释 公式 (3. 1. 13)。 首 先 , 考 虑 


| eT PCL) galt -© bdi 


xt Ire , 、 
= fz "o an CLD Gu — ody 


(3.1. 143 


PBSC ERE Tee ZIP =o RAR BR ge 
的 了 的 "窗口 Fourier 变换 "与 在 n= o RAM Iua 的 了 的 * 窗 
Hitt Fourier 变换 "一 致 。 根 据 定理 3. 上 ,这 两 个 窗 的 宽度 的 积 是 


(2s )@A, ) 一 2 (3. 1. 15) 
男 一 方面 , 考 虐 
] ,i | 
了 一 dq oO 一 p Jra! "gir ) 
(3.1. 16) 
在 
,=> (3. 1. 17) 


这 个 恒等式 表明 RS. 1. 10) Pp eC BY BF R R Gia 在 i 一 6 
由 研究 一 个 模拟 信号 SOO fe BAY E th GE A 
C3. 1. 16) P APE SAIA R AS, 在 频率 $4 二。 的 一 个 邻 域 由 观察 
这 个 信和 号 的 谱 了 () 得 到 。 男 外 ,时 间 窜 Ol. WE RO 的 

Caa IAr O = C24, QA ) = 2 (3.1.18) 


这 两 个 窗 的 箔 卡 儿 积 
-70- 


Tp a,b Va] x [o — jo + 1 
E l : 2 Va 2/ 了 

(3. 1.195 
HARE Op) 2 BY, EI -RE PA oR 
个 信号 怎样 启 部 化 。 时 间 窗 的 宽度 v a 称 为 “时 间 - 频 率 窗 的 宽 
度 ”, 而 频率 窗 的 宽度 1/ Va 称 为 “时 间 - 频 率 窗 的 高 度 ”。 这 个 答 
的 位 置 展示 企图 3. 1.3 中 。 注 意 , 时 间 - 频 率 窗 的 宽度 对 于 观察 所 
有 频率 的 谱 基 不 变 的 。 这 就 限制 了 Gabor 变换 对 研究 将 在 3. 3 节 
中 讨论 的 非 平常 的 高 频 与 低频 信号 的 应 用 。 


"| 


-| 


对 3.1.3 Gabor # 


3.2 if Fourier 变换 和 测 不 准 原 理 

Gabor 变换 是 以 任何 一 个 Gaussian 函数 9, 作为 窗 函 数 的 一 个 
窗口 Fourier 变换 。 由 于 种 种 原因 ,如 计算 的 有 效 性 或 实现 的 方便 
TE, SPAS PRE AB AS RS Gaussian 函数 作为 窗 函 数 。 对 于 一 个 
SF AF PL we VOR WARE TE RRM RE, COSI 
JE BER 


。71 。 


wi?) E L'ORO (3.2.1) 


ArH Tel E LOR, BARC. 2. AAH Schwary 不 
等 式 于 (1 和 与 0 十 上 3 全 的 积 , 显 然 还 有 vE R). & 
Ith HEE GEIR 2.2, Ta) Fourier 变 搞 风 是 和 连续 的 。 然 而 ,虽然 由 
Parseval 恒等式 得 到 z 也 局 于 (RR) 但 它 不 必 满 足 公式 3., 2. 1), 
因此 不 可 能 是 一 个 (频率 ) 窗 国 数 。 由 前 节 可 人 列 , 一 个 Gaussian p 
数 旬 的 重要 性 是 它 的 Fourier ERE E-t Gaussian 函数 ,所 以 
ga 与 名 可 月 于 时 间 - 频 率 局 部 化 。 
例子 3.2 fRE EAR. S. 75d. 1. EH -ET BER 


1, poset 
N G) t= P a (3.2.2) 


和 Haar 函数 


1. 对 于 0 所 上 < 1/2 
eth oo pgithae 4 — 1 AEE LEI (3.2.3) 
0 HE 
nis fal REH iTA Fourier 变换 N, 与 p, 不 满足 公式 (3. 2.1), 因 
WN, 与 p 不 能 用 于 时 间 - 频 率 局 部 化 。 
证 明 AYN 与 各 都 其 有 紧 支 撑 , 它 们 当然 满 是 公式 (3.2. 1)。 
另 -方面 ,由 于 定理 2.5 和 定理 2.20). AN, 5A RBS 
的 ,所 以 N, 5 p KERER T LOR) SRA BAR 
(3.2.1), . © 
AAA TIES wE DTIR), 它 满足 公式 (3, 2. 1), 像 在 定义 
1.2 中 那样 ,定义 包 的 中 心 和 平 径 为 


* Tord tlw | Pde (3. 2.4) 


. 72. 


| fo > ,| 
和 :一 | Cf — a? we) | Pde) (3.2.5) 
Peles -e I 


ATTA On. FAR RR ww 的 宽度 的 度量 。 在 信和 号 分 析 中 ， 
如 此 各 看 作 一 个 模拟 信号 本 身 , 那 么 癌 就 称 为 这 个 模拟 信号 的 
的 方 根 持续 时 间 , 并 且 俱 定 疼 也 满足 公式 (3.2. DN 称 为 它 的 均 
方 根 带宽 。 使 用 一 个 满足 公式 (3. 2D RR w PAR AR, 
Gabor 变换 公式 (3. L 3) 能 够 推广 到 一 个 fE 产 (CR 的 任 一 “窗口 
Fourier YHA HU F; 


(Af) Coa) =| f Ce“ fC) wlt — bidt (3.2.6) 


awa 


Epa: 
Wy CO t= ewa — 6) (3.2.7) 
则 有 
G/N SL ,> 


= | so WHat (3. 2. 8) 


PRL CEP) (6) 给 出 了 了 在 时 间 窗 
[x H a A’ +h+ 入 ,| (3.2.9) 
的 局 部 信息 。 
现在 ,假定 如 的 Fourier 变换 六 也 满足 公式 (3. 2.1)。 那 么 ,可 
使 用 类 很 下 公式 (3.2.4) 与 (3.2.5) 的 公式 确定 窗 函 数 训 的 中 心 
a GGA, i 


Hoa) := ame) (3.2.10) 


7B 


ee 
=, 


ye eta -- a) 


RE RAP o +o BREF A M — > eR. Al Parseval 
恒等式 .我 们 有 
(EP (@) SL Wp DSA 9.2,11) 
BL (AP (%) 还 给 出 了 在 频率 窗 
[w* To Apo“ = o 十 A] (3.2. 12) 


中 的 局部 谱 信 息 DEEDE HEE wE PCR w 5 o RE 
公式 (3.2. DEAETE TES. 2. 站 中 的 窗口 Fourier 变换 ,就 有 一 
个 村 间 - 频 率 窗 


[xz 十 5 sx" +464 Ad 
x [et t o Apo" + ot Az] (3.2. 13) 


ERARE 2A.( 用 时 间 窗 的 宽度 决定 ) 和 不 变 的 窗 面 积 
JALA (3.2.14) 


另外 ,时 间 - 频 率 徐 的 宽度 对 于 高 频 和 低频 局 部 化 信和 号 保持 不 
变 ， 

EN L3 如 果 we MOR) AEA w 与 它 #4 Fourier 2 w TK 
RPA 2D MAR we EAT BR, ABA. 2.6) 9 FA 
49 @ 0 Fourier 变换 称 为 * 短 时 Fourier $ i4 (STFT)”, 

RAT Oe PNA A oe e BAG. 2.1. 
{BT PE ESE PE. BR Gaussian 函数 外 ,每 个 商 于 一 阶 的 B- 样 
条 函数 能 使 用 于 定义 一 个 STFT， 
例子 3.4 m 阶 基数 B- 样 条 


1 
Natt) := | Nmt ras 《3. 2. 15) 
0 


= Jde 


其 中 mee EREA. 3 7 PR TN, ER 
(3. 2. 2 中 络 出 的 那样 . 它 定 文 一 个 STRFT Hj — A A R. 而 及” 


or 
_ aoe noi 
le @ eE B (3. 2. 16) 
fa) 


2 


ms PAP N, de NAY m ARIF AN Co) = C1 —e feo BB 
公式 (3. 2.16) 中 的 结果 由 应 用 定理 2.7 得 到 。 因 此 .显然 N。 
wis Ssh(3.21). NV, 本 喘 满足 公式 全 3. 2. 1) 是 平凡 的 ,因为 它 具 
ARZ. o 
2 T A RAI 8S [6] - 频率 局 部 化 ,人 们 选择 一 个 答 函 数 w 使 时 
间 频率 窗 具 有 有 充分 小 的 面积 4 人， 我 们 已 经 在 公式 13. 1. 18) 中 
看 到 ,如果 如 是 任 一 个 Gaussian 函数 we>0, 那 么 窗 的 面积 是 2。 
所 以 ,第 一 个 需要 回答 的 问题 是 , -个 较 小 的 面积 有 是否 能 够 实现 。 
在 下 边 闭 名 的 “ 测 不 准 原 理 ” 定 理 中 ,交会 看 到 ,不 可 能 求 得 一 个 徐 
散 数 具有 小 于 或 等 于 Gaussian 函数 作为 窗 函 数 时 窗 的 面积 。 
定理 3.5 wE OR) 6) eee w 5 KH Fourier FRA RA AK 
(3.2.1), MA 


(3.2.17) 


ay RS de Bf 
w(t) = ceg Ct — b) 


AF eH0.e> 0 fr a JER, 
附注 ”在 工程 文献 中 ,如 果 w 看 作 一 个 模拟 信和 号 而 i 作为 在 寺 域 
中 的 变量 ,那么 其 频谱 光 的 定义 域 可 用 频率 (变量 )f 一 or2r(Hz) 
表示 。 因此 ,如 时 我 们 在 六 的 定义 中 用 2z7 代替 oO, BARAT 
一 个 困 子 2r。 更 确切 地 说 .如 像 在 工程 文献 中 常用 的 , 设 
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A 一 A 
< I (3. 2. 18) 
Ya 


测 不 准 原理 公式 (3. 2. 17) 现 在 叙述 为 
1 


AA, = dn (3. 2. 19) 


其 中 如 且 仅 如 信号 名 是 一 个 Gaussian 函数 时 ,等 号 成 立 。 

为 了 有 助 于 定理 3.5 的 证 明 , 需 要 下 述 结果 。 
引 理 3.6 A FAP AP A Ph ob ab a 使 
a+ Dra) FAMAT VOR), BZ 


[ref i af C2) F Cde Í 


< (全 laf leel |P Cæ) |?de} (3. 2. 20) 


h H te P ilio f(r) £— Gaussian HRN. FH REL 
证 明 公式 (3.2.20) 中 的 不 等 式 是 Schwary 不 等 式 的 一 个 平凡 应 
用 。 现 在 ,如 时 公 式 {3. 2. 2 的 中 的 等 式 成 立 ,那么 由 此 得 到 


ro Fr = ! ` 

j Rerf la) f' Cr) ESIMESE (3.2.21) 

| Jef | = 20| (2) | 
RPE EAR ee Mor. OE EWR SEAE, Ba 
BETE RexfQ@ fi ()=lrfGi f(a) 1 不 予 考虑 ,因为 了 一 定 属于 
(Ry)。 还 有 ,& 关 0 由 假定 了 是 一 个 天 (下 ) 中 的 一 个 非 平凡 范 数 
得 到 ,) 由 公式 {3.2.21) 中 的 第 二 个 等 式 , 我 们 有 

xf(x) = 2af' (x)e™™ 

对 于 某 个 实 值 函数 0(z) 成 立 。 于 是 公式 (3. 2. 21) 中 的 第 一 个 乙 等 


FO» 


式 推 出 
— arfa fila) =o 


~ Delf Cary |e"? = 0 
这 又 可 排出 ex“ = 一 1。 因 此 挫 断 出 
rfO =— 2af (2) 
所 以 也 是 连续 的 ,并 是 
f(r) = cet 


对 于 某 个 常数 0 成 立 。 即 ,了 是 一 个 在 公式 (2.2. 引 中 定义 的 
Gaussian 函数 的 非常 数 倍 。 bd 
在 转 到 定理 3.5 的 证 明之 前 ,首先 注意 


Rezf(x) fr Cz) = FG |? (3. 2.22) 


FEA. OR ff Go) 与 xf? 的 每 一 个 都 属于 VCR). ABS 
lira zz 有 一 (3. 2.23) 
EE 
DAG 2 23) 成 立 的 理由 是, 在 我 们 的 假定 之 下 ,有 
d er i 
THES. 5A AARE ee HP OAR. Ra. ROR 


用 定理 2. 2 Ciili), Parseval 恒等式 ,公式 13. 2. 20), (3. 2. 229 
(3. 2, 23) ,我 们 有 


"rr 


d7 siw dd 7 P |e) | do) 


Fed ile ll: 


(Ath) = 
C3. 2. 24) 
(| | wt) dE d n la Cw) |do) 
es eo 


ar) ewe) | Bij wt E 
2m wh! 


a 


= IPTE ‘Re awla) w! Code |? 


-_ 1 1” 
[wlls 23 -= 


d 2 Z 
zr iw) | dx | 
1 ife oo 1 
= (可 Jwt) | dr) = — 
| ww: 2} -~ 4 


而 且 ,根据 引 理 3.6, 前 边 推导 中 唯一 的 一 个 不 等 式 变 成 等 式 , 如 
且 公 如 加 是 一 个 Gaussian AM, 
通常 ,如 果 e Epo A a BE tb 与 % 二 a, 那么 用 一 个 简 


单 的 变量 变换 ,上 述 椎 导 表 明 A 一 坟 的 唯一 条 件 是 


wt) = ce™g {lt — D) 


其 中 «>0 H c0, 6 

PA ite. fA AH Gabor 变换 是 其 有 最 小 时 间 - 频 率 窗 的 
STFT, 在 某 些 应 用 中 ,必须 选取 一 个 较 大 的 窗 , 以 便 得 到 其 它 的 希 
望 福 质 。 例 如 ,例子 3.4 中 引入 的 二 阶 或 较 高 阶 的 B- 样 条 有 了 助 于 
计算 与 实现 的 有 效 性 。Gaber 变换 不 具有 的 最 重要 的 性 质 是 附加 
的 条 件 : 


=- TB 


全 e(aidz = 0 (3. 2. 25) 


Ep pee. AERA RMATA-TPBERRREISR 
而 额外 增加 一 -个 自由 度 , 以 便 梧 时 间 - 频 率 窗 是 灵活 的 。 由 于 这 个 
朵 有 帐 参 数 ,下 节 讨 论 的 时 间 局 部 化 积分 变换 将 称 为 “积分 小 波 变 
HOWTH Ae SM IWT 的 任意 -一 个 窗 喇 数 将 称 为 一 个 “ 基 小 
在 结 东 本 节 前 ,我 们 由 其 STET 值 为 复原 任 一 有 限 能 有 量 的 信 
号 推导 一 个 公式 。 
定理 3.7 4 we LR) RAF wll 和 由 与 名 者 满足 公式 
(3.2.19, A> Wol ORAA a DPA. WA 


a 一 -一 一 -一 -- 一 -一 


F i <f.W, > g, Wya D dbdo = 2a < fig > 
(3. 2. 26) 


对 于 任何 了 7 人 天 (有 ?成 立 。 
证 明 对 于 任 -了 7E VMORD,S f IR fH Fourier 道 变 换 , 即 


jz) 二 地 了 (一 <)。 然 后 ,用 Parseval 恒等式 和 公式 (3. 2. 6) ,我 们 有 


[2 Gp ey Gn oo 


= ?| ~ (Bap ~ (2) Gig)” (ex 


= 2af 7 F wt — b) g) jw — b) |at 


= 2af FC) gC) [wlt — b) | dt 


因而 ,由 假定 车 wi a= 1 FEL 


= 79e 


| i f ° Sf PA go We, > dbio 
=|" | Bf) (Gq) ododo 


= | 2z| © fO gD |wee — D) | "dae 


= dn < feg > © 


选择 g 是 Gaussian 函数 g(， 一 +) 且 让 a Ot RIE FE 
结果 。 
推论 3.8 Sw RRA RI 3.7 中 前 假设 并 且 今 SELOR), A 
尼 在 了 连续 的 每 个 点 


[a = mal “f n ee SY Ceo) Jele — b)dwdh 
(3. 2. 27) 


3.3 积分 小 波 变换 

我 们 用 任何 STET 分 析 一 个 信号 时 看 到 ,时 间 - 频 率 窗 是 严格 
的 。 在 这 个 意义 上 讲 观 察 任何 一 个 其 有 中 心 频率 oto Hai 
(或 倍 频 程 ) 


Let + we Ano" t ot A] 


TAY EER EAA SS I E py A SE EE A, HR 
oS FE AT OT TY Be GA ORS We Hi ef YR -— BE 
LAE FESPA EHE, BUE. STET 对 于 分 析 具 有 很 高 与 
很 低频 率 的 信和 导 是 不 适合 的 , 另 一 方面 ,定义 在 下 面 的 关于 某 个 基 
小 波 的 积分 小 波 变换 (TIWT) 提供 了 一 -个 可 调 的 时 间 - 频 率 黎 , 当 观 
察 高 频 现 象 时 它 自 动 变 窒 ,而 当 研 究 低 频 环境 时 它 自 动 变 宽 。 
EM 3.9 如 果 E FRR 满足 "容许 性 ”条 许 ， 


= RO. 


一 = e dew < ce (3.3.19) 


AA ¢HHA PRR” E PAA p E VOR) 1S 
ARS DR E IWT EA A 
- 人 $) 2 
Wa := faye) fa) pear, JE aR 
(3. 3.2) 


EP abe POUR) a0, 

PRE eh oe 5y ARCS. 21) 那么 基 小 波 艺 提供 
了 一 个 用 4 … 瓜 给 出 的 在 限 面 积 的 时 间 - 频 率 窗 。 另 外 ,在 这 个 
附加 的 假定 之 下, 下 此 得 到 六 是 一 个 连续 沙 数 ,所 以 .公式 
(3. 3. 了 中 6 的 有 限 性 推出 $0) 一 0, 或 者 等 价 地 


| pea = ĝ (3. 3. 4) 
这 就 是 基 称 为 "小 波 ” 的 原因 。 在 本 节 的 后 面 会 看 到 ,得 到 WT 的 
Ey EAT HERA. 
通过 设 定 
Pha lE) t= lal mzy) (3, 3.5) 


ARG. 8. 2) PEH TWT 能 够 写 为 

Wa) =< fH, > (3.3.5) 
在 干 述 讨论 中 ,让 我 们 假定 外 与 站 部 满足 公式 (3. 2. 上 由。 然后 ,如 
日 窗 亢 数 站 的 中 心 与 半径 分 别 用 所 与 给 出 ,那么 函数 入 .是 
PLG ate 且 半 和 本 等 于 a 的 一 个 窗 函 数 。 央 此 ,公式 (3. 3. 5) 
表示 的 TWT 给 出 了 一 个 模拟 信号 了 具有 一 个 时 间 窗 


ea Ris 


[b+ at” - aA,.b + at’ -ea (3. 3. 6) 


的 局 部 信息 。 IB T DY a ETT A « 值 变 宽 ， 
下 面 ,考虑 


1 


l; _ lal f> -is fb 
ant ale) = 5 £ PC Jdt (3.3.7) 
lal 
一 Te aw) 
并 且 假 定 窗 函 数 凶 的 中 心 与 半径 分 别 用 @" 与 总 给 出 。 然 后 ,全 
nla) t= plo w) (3.3.83 


就 有 中 心 在 原点 和 且 半 径 等 于 5 的 一 个 窗 函 数 。 现 在 ,由 公式 
(3. 3. 5) 和 (3. 3.7), 并 上 且 应 用 Parseval 人 恒等式 ,有 


WP Ga = | Foore™ yaco — S do 
(3.3.9) 
较为 很 明显 答 函 数 (ao 2) ) = law o ) = Gao) LW HA, 
给 出 的 半径 ,公式 (3, 3. 9) 中 的 表示 式 说 明 , 除 了 具有 一 个 倍数 


alal /2r 与 一 个 线性 相位 位 移 e”* 之 外 ,IWT We eT Ff 
具有 一 个 频率 窗 


Ap + oA] (3. 8. 103 


的 局 部 信息 。 在 下 面 的 讨论 中 ,名 的 中 心 。* 假定 是 正 的 。 这 样 一 
水 ,我 们 可 以 把 这 个 窗 认 为 共有 中 心 频率 o'/a HHM 2Aiye 的 
一 个 频带 。 这 个 表示 法 的 重要 性 是 , 比 与 尺度 4 无关。 有 即 


= R22. 


中 心 频率 oa L (3.3.11) 


FE ` 2A/a 2A; 

国 此 ,如 果 这 个 频率 变量 是 中 心 的 常数 = ' 和 倍 , 那 么 具有 由 公式 
《3. 3. 10) 给 出 的 适 配 带 通 滤 波 侨 有 性 质 ; 中 心 舌 率 与 带宽 的 比 与 
中 心 频率 的 位 置 无 关 。 这 就 称 为 * 常 数 -8 DE”. 

现在 ,如 果 把 ow" /rn 作为 频率 变量 ww, 那 么 就 可 以 把 two 平 : 
作为 时 人 间 - 频 率 平面 。 因 此 ,由 公式 (3. 3.6) 中 的 时 间 窗 和 公式 
(3. 3. 10) 中 的 频率 窗 。 我 们 在 上 +o 平 面 上 上 具有 一 个 矩形 时 间 - 频 率 
窗 


[b + a" — aà, b H at” T aà] 


ro l, wo 1, 
x [一 ò g T 5] (3. 3. 12) 


而 宽度 为 2a A, CH Rt E e p AE E DLE, EE A R 
pij. BS Ef BEE AS T a A E CB ABs 0) 
窗 会 自动 变 宽 ( 参 看 图 1. 2. 1)， 

下 面 , 将 导出 由 任 - 一 有 限 能 量 信和 号 的 IWT 的 值 重 构 这 个 信和 号 
的 一 个 公式 。 为 了 完整 性 ,我 们 首先 允许 尺度 是 负 的 ,然后 集中 
HERAT o MEE. UIE WT 应 用 到 上 时间- 频率 分 析 。 
定理 3.10 念 节 是 一 个 基 小 波 , 它 定义 一 个 JWT We AS 


站 forno.n WDT] Sa = e, < fag > 
(3. 3. 13) 


对 于 所 有 fg VOR. um. tT FE LOR) fo f eo dh, 
zR 


f(x) = el. | COP CB a) Tb) idb 《3. 3. 14) 


a83- 


其 中 wy ARAB 324 BEM, 
证 明 ”应 用 Parseval fa ps0 M48 70 a 79,57 AE Rid S 
"Rory ;= FD hlar) 
Gc) :一 g(a) pCax) 


《3. 3. 15) 
则 有 


[Corp 0.0) Go 


i 


H 人 fC pa” = DC as |b 


Th nme Pre. im 
Tja “lt (25) | Fee | 去 | Gpe "dy ab 
g? 


pfe A ETO, 
= £ |.. 5 BF 
2 


a TOO RERNA . 


其 中 为 得 到 最 后 一 个 等 式 ,再 次 全 用 了 Parseval 恒等式 。 因 此 ,把 
QRS. 3. 15) 代 入 上 述 表 示 式 ;在 CC- 吕 .00) 对 day 积分; 并且 
AEA. 3.1) 的 0, 的 定义 ,得 到 
=o pfe _ —— a . da 
f “f LW a) W, ya) Jab 天 
(3.3. 16) 


at lta" | ; 
一 元 MELES o Jel .| da jda 
LIfe fey amni” rar ja : 
= z _ i) 9] yl 2e 
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1 
= Cr ~ fag SC, <i fig > 


而 且 , 邵 果 了 在 * 是 连续 的 ,那么 使 用 Gaussian pA BM yt， 一 z) 作 
为 函 教 9, 并 且 允 许 上 面 的 “趋向 地 0, 我 们 得 到 


oo 


| EC Ga) 


| 


.. . d 
X LP EY spa >] ab 


= gf S T EED OD Wrata) Bee 


C 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 @ 
在 信号 分 析 中 ,我 们 只 考虑 正 频 率 o FA RRS o 
是 脱 胀 参数 = 的 倒数 的 一 个 正常 数 倍 ,如 wa 一 o "ja 其 中 中 的 中 心 
o 总 假定 是 正 的 ) ,那么 ,我 们 必须 只 考虑 a 的 正 值 , 所 以 ,由 了 的 
IWT EH r RiP RA, DO, Em ATR t A 
EAE # 对 此 可 能 必须 有 一 点 限制 。 附 加 在 # 上 的 条 件 是 


人 
tw 


g a aw 


1 
= aCe < oo C3. 3. 17> 


定理 3.11 含意 是 一 个 满足 公 起 [3. 3. 17? 的 基 小 波 ,那么 
opp re a ee 
| [| WD Ora) CI a = 50 < 9 > 
(3. 3. 18) 


对 于 所 有 了 ,gETACR) 成 立 . 而 且 , 对 性 何 FE ORO fo A f ib ay 


«85» 


$, ER, 


Ja) = Al “Ef WP Ohna] 


63.3. 19) 
其 中 pe PRAGS OPLE. 
注意 ;为 了 公式 (3. 3.18) 的 左边 对 于 所 有 Fe PORE 
CLl ,假定 公式 (3.3. 17) 是 必要 的 ,并 且 还 必须 有 C=: 广 Cu。 
定理 3. 11 的 证 明 
在 假定 公式 (3. 3.17) 之 下 ,容易 验证 
ce 2 oo T 2 
| (ez 和 =| len La, z0 (3.3.20) 
Q 


0 a 
EE, REAG 3. 16) 中 同样 的 推导 (只 是 除了 ;对 于 dz/e 的 
PU TE (0,00) ,而 不 是 (- 00,00) ,我 们 得 到 公式 (3. 3. 18) .公式 
(3. 3. 19) 的 证 明 各 定理 3. LO 中 公式 (3. 3.14) 的 证 明 完 全 相同 。 
o 


3.4 SHR 

在 信 身 分析 中 ,有 时 需要 把 5 正 ?频率 轴 划 分 为 邻接 的 频带 (或 
倍 频 程 ) .为 了 计算 的 有 效 往 和 讨论 的 方便 性 ,只 考虑 "二 进 划 分 ”， 
即 


(0,00) = E CA 2 TTA} (3. 4.1) 
其 中 A> 0 EAE hue v Ay Fourier 变换 的 半径 ， 这 于 ,再 次 假定 
洪 足 公式 (3. 2. 1)， 注 意 ,对 于 任何 一 个 基 小 波 加 * 相 位 位 移 a 等 
价 于 的 频率 向 前 移 相 同 的 和 如 


PO = My o 一 六 (一 G (3.4.2) 


+ 86- 


因此 ,因为 A =A Ap A RRA RE BAU oA 
TE o=3\,, ERATE 


me tl, wi, +l. oi+2 
os ae a]l = (214, HHA] 
(3. 4. 3) 
Re 
1 
a, 一 zj" jE Ze (3. 4. 4) 
公式 (3. 4. 引 ,中 描述 的 频带 的 中 心 频率 用 
vt 3 
oj 一 (3. 4. 5) 
ay a; 


给 出 。 所 以 ,使 用 w" /eo 表示 频率 变量 o Bo 0 RRR 
度 ) 参 数 ， 实 际 上 ,公式 53. 4. 1) 中 邻接 的 并 的 确 给 出 ( 正 ? 频 率 域 
0,5007 的 一 个 划分 。 

本 节 , 将 研究 任 一 有 限 能 量 信 号 fC 即 任 一 了 E ORD RHE 
APREN ,a) ,只 在 离散 的 频率 集合 ; 


lw, = 3X PAs: fj EZ 


(或 者 只 使 用 尺度 oma, 二 二 ,jc 22), ERE ME 
这 个 问题 有 解 , 人 们 自然 期 望 基 小 波 比 公式 (3. 3. 1) 中 的 容许 性 条 
件 有 更 多 的 限制 。 

定义 3.12 一 个 济 数 #E 天 (CR) 称 为 是 二 进 小 波 , 如 果 存 在 两 个 
正常 数 AK BHR ABL, fE 


Ax D PTH |? SB (3. 4. 6) 
=o 
及 乎 处 处 成 立 。 
“87. 


公式 (3. 4.6) 中 的 条 忻 称 为 加 于 .上 的 “稳定 性 "条 件 。 为 说 
明 这 个 术语 的 剧 途 ,利用 函数 反射 和 蜀 记 号 公式 人 2. 5.9), 以 便 引 入 
PFE MG TWT, 


WEDO = PAWN 3.) = Pe FO DO) 
(3. 4.73 


于 是 .可 看 到 公式 (3. 4. 6) 等 价 十 


AV Sis 2 wi BfIi, fE aR) 


(3. 4. 8) 
对 于 同样 的 常数 4 与 成立。 事实 十 ,根据 Parseval 恒等式 和 引 
FH 2. 16 的 (2.3.10) 中 的 第 一 个 荨 式 ,公式 (3. 4. 8) 中 这 组 不 等 式 


aS SI S [Poy jlo Bl 
i= m eo 
ix ih F 
A < | | ATIC de <B, y ELOR) 


(3.4.9) 


HER g/ || g il oi Gaussian BH gC， —-oddt A nif ooo ,就 可 看 
到 公式 (3- 4. 9 产后 公式 人 3. 4. 6) EAA ECS. 4. 6 显然 推出 会 式 
(3. 4.9) ,所 以 这 两 组 不 等 式 是 等 价 的 。 

下 古 看 到 站 的 稳定 性 条 件 隐 售 任 一 二 进 小 该 # 必须 是 一 个 
基 小 波 。 
定理 3.13 今 苞 满足 稳定 性 条 件 公式 (3- 46) MAERA 


88 - 


no i 2 2 hi — 2 
Aln? <| | da | let Va <= Bln? 
(3.4. 10) 
i—i. MEA, RAAG. A4 O Paa BALMS 
|? 


C, t= | P re =24In2 (34.11 


-- Jol 
证 明 首先 注意 


时 h 一 元 z 277' lar, 2 
f LHe“) to =| S ua Cir 


1 


因此 ,会 式 13.4. 6 中 用 巴 除 每 一 项 并 县 在 区 间 51,2) 上 积分 ,我 
们 有 


Aln? < | ” P o < Bin? 
0 iv 
F.H —@ 除 并 且 在 (一 2. 一 1 上 积分 ,得 到 
os Jaf AZ 
An? < f , | Oly, < Bin? o 


稳定 性 条 件 是 由 任 一 了 EZCOR) 的 TWT 的 值 (W,f) 2o), 
7 全 如 ,重新 复原 这 个 信号 的 手段 。 人 们 采取 的 方法 是 引入 另外 的 
二 进 小 波 ,通过 研究 它 的 Fourier 变换 


P D := PP (3.4. 12) 


Sy leo]? 


k= on 


来 定义 内 。 由 于 这 个 函数 oO. BARC. 4.7) 得 到 ,对 于 任 一 
了 E TCR) 


" BQ e 


>! CW PP Dd { 27" (2 (x — bY) pad (3. 4. 13) 


j= or 


= - Ss al WFD we" oe do 


j= 


= 5, | Jw) peT I Toe do 


j= 一 2 


对 Ke do = fl) 


其 中 ,依次 使 用 了 公式 机 h ATC h), C3. 4.7), 引 理 2. 16 与 
公式 (3.4. 12)。 这 就 导出 下 述 “ 二 进 对 侦 " 的 记号 。 

EM 3.14 -ith $e TI( 慑 ) 称 为 是 二 进 小 波 节 的 一 个 二 进 对 
倡 ,如 且 仅 如 每 一 个 FE IR RE BAA 


Ta) = Dl] Lone eae — wa (3. 4.14) 


= | mur (by STEE 一 b))db 
因此 ,在 公式 (3. 4. 13) 叶 ,我 们 建立 了 下 述 结果 。 
定理 3.15 念 节 是 一 个 二 进 小 波 。 那 各, 它 的 Fourier 变换 用 公式 
(3.4.12) haga oo A 6H —-P ORAS. Hae BALA 


<5 E OTW S APAE (3.4.15) 


j=% 


ig 
B > 


的 一 个 二 进 小 波 。 
注意 ,一 个 给 年 的 二 进 小 流风 的 二 进 对 侦 也 许 不 基 唯 一 的 。 
非 叭 一 性 的 讨论 推迟 天 3.6 节 。 这 取决 于 下 述 特征 化 的 结果 . 


«OQ. 


定理 3.16 从艺 是 一 仿 二 进 小 波 许 且 细 是 工棚 ?中 满足 


C27 3.4. 16 
sap > IA iy < ee (3.4, 16) 
aot —- Bk, MAY R oa -PiBAR, PARI TRAM 
足 

> 六 27o) Oo) = 几乎 处 处 (3. 4. 17) 


j= 


证 明 ESR. 4. LPR RES EB oe Hh i 
At a vant fE— fE VOR). BN 


fo) = Site) POT w POTo) 几乎 处 处 
_™ (3. 4.18) 


其 中 根据 会 式 (3.4. LORI itt ae oo We OS SL 
EAA BAS. BRAEG. 4. 17) 与 (3.4. 18) 是 等 价 的 。 © 


3.5 框架 

在 前 节 中 :通过 选择 膨胀 参数 是 上 一 2 FE ZF CED 
率 轴 划分 为 邻接 的 频带 (2 2 .jiE 丈 ,而 平移 参数 允许 在 整 
IR EWE fe. 这 样 ， 考虑 -个 JE UROK IWT ROE RISE. 
ED 


PGs), bERJEZ 
为 了 计算 的 有 效 性 ,让 我 们 还 离散 化 平移 参数 已 限 制 为 抽样 点 


b by FRED (3. 5. 1) 


k 
je 9: 
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的 离散 集 . 共 中 0 是 一 个 固定 常数 , 称 为 “抽样 速率 ”。 因此 ,由 
引入 的 记号 
hk = ha CD = YCA — kb) GB. 5.2) 
(ey. AIRE SS sh 03. 3. 400. f£-— SE LOR By IWT 的 值 ， 将 考 
EH 
WD ap = Spa PREM (3.5.3) 
ge. AUTA BT A A sa, GAT A R35. 3) 中 在 一 


FETORO IWT 的 值 重新 复原 这 个 信号 感 兴趣 。 这 个 重 构 的 “ 稳 
ETE" RIETTE ERK A JJ B.B 0<<A&B<oo, 全 


Alls DE Sha SBIS 


JER 


fE L'OR) (3.5.4) 


Haii. N y KPEE ER IPEOR y ER ORRI PER TT 
有 抽样 速率 mas 如下。 
M31 一 个 函数 WE (IR) 称 为 生成 LOR áA ER 
{加 m4} 而 有 抽 祥 种 率 太 ,如果 公式 53.5.4) 对 于 某 些 称 为 框架 丑 的 
正常 数 AR BRS, WHR 4 二 8B, 那么 这 个 框架 称 汶 是 一 个 紧 框 
架 。 

在 稳定 性 条 件 公式 (3. 5. 外 之 下 ,有 妈 在 生成 一 个 框架 之 下 ， 
我 们 确信 ,任何 FE POR AE EE ARG. 5.3) 中 的 TWT 值 重新 
恢复 。 为 此 ,让 我 们 考虑 在 到 (BRR) 上 的 线性 算 子 了 ,定义 为 


Th :一 DS > toed E LOR) 
PAOD 
(3.5.5) 
由 公式 (3. 5. OPMAEHEREA ,显然 工 是 一 个 一 一 有 界线 性 算 
子 ,事实 上 ;因为 公式 (3.5.4) 中 的 下 界 ,T 还 把 DOR BE BE a 
= OD. 


值 域 上 ,并且 用 开 映 射 愿 理 , 它 的 道光 RAR. RRR NHS 
排 ,我们 蔡 至 能 断定 下 述 简 单 的 论断 。 对 于 任何 y= 二 7 其 中 
fE VOR) ,因为 


KTP $= DKS 1% 5.8) 


j be ZF 
我 们 有 
Al Tg |= All fF 和 ff > 
=L g, T g > 
og, ll zY ie 
Pria 


L t 

|T ales gte 
或 者 7 过 4:。 因 此 ,每 一 个 了 EE(OR) 能 够 由 它 在 公式 
《3. 5. 3) 中 的 WT 的 值 ,使 用 公式 


F= T= Dh D T hga (3. 5. 


j kE 7% 
my. W 
ye := Tp ya jk E Z (3.5. 8) 
MMAR. 5.7) 对 于 所 有 了 ,9E POR) BB 


(f= ST Stee DE h g > 

pee (3.5.9) 
a l 
if = > < SoBe je => a 


iE 
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SE APRA i AER OG, A RA. SR BAAR 5 7) 
He C3. 5. 9) FE ANSE AL AT. BRE A Ee RA A ORAS ,通常 对 候 
Cu OR BEAR (ah ye TE EA TR) BR EASED pe LCR) A ae, 
PS RTP tie. 
FE HAR -AER PLR db ---P ERE SE 
例子 3. 18 G p HS. 2. EEY Haar MRS BSS 
HORE =d, IZ, BREAD S = (hape REZ EUOR) 
HA ER. 
证 明 证 我 们 使 用 记号 
_ P ， AHR CZ 
lo, were € ZZ 


H HIERE S OP ABA SAP GR FE PR 


m 
wo 
= 


{hz) = 2p Ce -ko jk © Z) 


Sp = {2p C — k H ÈD i jk E Z} 


Fi >} 


Zt isk E ZZ} 


Ss = {PPh (Qe - k 
国 为 为 是 Haar B.S, 已 经 是 CR} 的 一 个 正 交 基 { 见 1. 5 节 ， 
更 祥 细 地 见 第 五 章 与 第 六 章 )。 因 此 ,S 是 一 个 线性 相关 族 。 还 容易 
验证 ,Ss 与 Sy 都 是 正 交 族 , 折 以 (广义 ]Bessel 不 等 式 适 用 (对 于 三 
SIA Bessel 不 等 式 见 公式 (2. LID). BR 


人 > 


= G4 a 


SSS te > |? 
jt 
1 了 1 
= fiit Aas] 
sE, 


s3: © 


下 此 ,稳定 性 条 件 公 式 (3. 5. 4} 比 如 下 定义 的 生成 一 个 
Riesz 基 的 要 求 验 。 
定 党 3. 19 -AHA GELRE EA A Riesz 基 ( 或 无 约束 
HC al a A a BF ik E ly 如 果 下 述 两 个 性 质 满 足 ， 
Gi) 线性 张 或 


< ia t k E Z> 3.5. 10) 


E TOR) P AE 04 ; 
Gi) AAEER 4 BMA OMAR Boe. tE 
A '| {ed RES || Di ents tiS <= B il {cy} {è 
Jee aA 
(3.5. 11) 
HERA SEROMA, REAR BARDA 1) 
前 Riesz Jp, 
WR ob ER RANPE F by= 1 的 一 个 Riesz 基 , IBZ, y BRA 
是 一 个 R-RE 1. 4)。 
附注 ”本 书 中 .总 是 使 用 记号 
BC) t= (4) = pO (3.5. 12) 


这 个 记号 不 应 与 公式 (3. 3. 4) 中 引入 的 记号 Poe RTA 
下 述 结果 阐明 一 个 框架 与 一 个 Riesz 其 之 间 的 不 同 ， 
95 。 


定理 3.20 S (EVR i>, MA FRAP FH. 

CD fb aba TCR} 的 一 个 Riesz 基 。 

GD that POROTE HER AP ERB AR 
旋 , 在 这 个 意义 上 讲 te Rea Py uaF 0 Hiel EPMA 
cami, dA Riesz Jp fe 4638 RS 4g FAS. 

证 明 由 公 式 (3. 5. 11) 可 见 任何 Riesz BERR t RHE TOBY. ik 
yal BLE Riese 界 4 与 8 的 一 个 Ries 枯 , 并 且 考 虑 “矩阵 算 
子 ” 

M :一 上 De 
其 中 项 值 用 

Pim i Porton Posi > (3. 5. 13> 
定 福 ,根据 公式 (3. 5. 1D 


A I {cs} fi a < ` Cimin ala E B I {cx} il K 


Lm, jak 
所 以 WH 是 正定 的 。 用 
M`! ie Did imper 
表示 M AD OS de 


人 As = G Ones dama JaK € ZZ, 
: (3.5.14) 


一 一 — 
B * ff {eye I i SS mn 


站 


SATI eat iied EF 15) 


© OG + 


都 满足 。 这 就 允许 我 们 31 入 
PY = Dn bl?) (3. 5. 16) 


RR MS FR) FFA AR. 5. 139503. 5. 10E] 


< PTs Prai D= d, Öman CoMo gk EZ 


RENO POR SFO. MBE. HA HOR 
C3. 5. 14) (3. 5. 15) ,我 们 得 出 结论 


< ar aa >= Fii mgp, 
HHR Riese AEN MAT, PRL AFL fE OR), 
我 们 可 以 写 出 
LQ) 一 D, fi > PP) 
并 且 
BD < b> PS IIN 


<a 'S)| Se ia > |* (3.9. 179 
ak 


国 为 很 明显 ,公式 (3.5 LTPP CB. 5. 4) LPR TRA Ee T RL 
ROTA Rb GD. 

W T ESAS A RT FE A ZB 5D OT BY EAR 
H Banach-Steinhaus 3E RAIRA ER, RNS OR AY 
HH. REKAH ARA OR ME Te. 回顾 
公式 (3.5. 5), WER ha E OROM — PER Bt FE 
gE MCR} 和 j=7 '9, 我 们 有 


"Tr 


gn 一 >， 区 
臣 外 ,根据 { 旨 ,的 站 线性 无 关 性 ,这 个 表示 式 是 唯一 的 , 它 还 去 
TEERAA RE” RB POR A Ba H 


oy . 
> Epara E) 
ine 


FE ORO Pe MAR MAM SBF Ee. BA, OEM, 

Banach Steinhaus af BE Atl TT et St ae BE AB ae Me JA PHB hua iE 

WR AY —* Riesz H., @ 
Wot GEA. mR ve VOR) ER 天 OR) 的 -个 框架 ,那么 它 必 

定 是 一 个 二 进 小 滤 ,来 结束 本 节 。 

定理 3.21 A ELLIOQR) 生 成 (OR) 的 一 个 框架 而 有 框架 界 A 

与 吾 和 抽样 速率 和 0。 那么 它 的 Fourier $ AA.: 


byl T Ss POTD H <I ByB Paat (3.5. 18) 


James 


BEBA SELOR), HARS 


并 且 应 用 Parseval 全 等 式 于 二 站 为. 六 和 圆周 的 博 况 ,我 们 有 


>, | < Sete ie > [* 


pehee 


| 2 


- Se > {fe Tw) Pote Pdo; 


. OR « 


-5 PES L ST Ho — 
一 .4 二， LD Few it)) 


x Blo +b | mto 


= 之 Bri SF +) Bo 1 do 


因此 ,框架 (或 稳定 性 ) 条 件 公式 (3. 5. 4) 变 成 
All fis Si A SiGe +m dt bn) dz 


<= BI fli 
ME ME RAE PARA MKM MRA OR 
fE- OE TR 和 充分 小 的 eh OTA RR 


fix) == -zy 
J 26 


在 上 述 不 等 式 中 很 容易 地 得 到 


-ww | Zf Bete [i 
as 2 by 到 2 一 Ko ‘da SB 


因此 .公式 53. 5.183? 中 的 不 等 式 可 以 通过 取 ae>01 得 到 。 很 不 幸 ， 
EF IWATA. ORT AA i aR LA AA 
(3.5.18) 中 的 第 二 个 不 等 式 当 然 成 立 。 为 推导 在 会 式 (3. 5. 18) 中 
的 第 一 个 不 等 式 ,关于 ;的 和 的 “尾部 ”在 把 上 述 论 证 应 用 于 有 限 
和 之 前 ,必须 非常 仔细 地 估计 。 这 里 省 酷 技 术 细 节 。 e 


3.6 小 波 级 数 
我 们 像 在 前 节 中 研究 IWT 的 离散 时 间 尺 度 抽 样 一 样 继续 时 
问 - 频 率 分 析 的 讨论 。 为 简化 讨论 ,我 们 只 考虑 抽 祥 速率 n=l 并 
» 99- 


EAR ATS. 5.12)tF 引 入 的 记 时 pathy 我 们 进一步 限制 
我 们 的 注意 力 于 A-RA e IPR ML, RE EM 3. 19 PHB 
RE, pol POUR HIS Riesz 基 . 因 此 ,分 别 用 定理 3. 20 与 定理 
3.21, (pa Æ LOR) WT RIA yE Poe). Si 
是 如 公式 (3, 5. 13) 中 人 定义 的 关于 Riesz Hey, SA ATE, be: 
AA de 产 ( 玉 ?的 -一 个 框 损 时 ,我 们 可 以 把 y = ST AR 
是 该 框架 的 对 偶 , 如 公式 (3. 5. 79-03. 5.8) 中 讨论 的 那样 。 
有 两 个 很 重要 的 溉 -函数 的 子 类 ,它们 构成 本 书 中 我 们 研究 

的 中 心 主题 ,它们 是 “ 半 正 交 小 波 " 和 更 多 限制 的 “ 正 交 小 波 ”, 在 下 
HEX. I Fie PSS a Be ha OE th PT“ AR”. 
eM 3.22 令 ELAR) 是 一 个 如 公式 (3.5.12) 中 生成 他 .出前 
F- BR, MA 

G) ¢HRHA-PER REL ARE RM AH, 


km E ZZ (3.6.1) 
GD PARK PEER PR to Rp RAR 
OD rim = Ô, 33E jk mE ZE (3.6.2) 
BR- PIE 36 Ee 
ye = Pes gk € Z 
HAEE" AT RAS. ARE BE 8) E E Ba TIE FE 
正 交 性 的 等 价 叙述 。 
定理 3.23 对 于 任 一 毅 数 4E LR), FEAE E A HH, 
(CE 了 /是 在 如 六 
< .6.3) 
上 的 规范 正 交 访 。 
GD 的 Fourier ERORA 
+ 100+ 


去 | em G7) [dz = Ò, o jE (3.6.4) 


Gi) 恒等式 


SP | be + 2a) |? = 1 (3.6.5) 


PLPA RZ, 
证 明 因为 ;ukz)|1: 属 于 OR), 由 引 埋 2.24 Bl, ER 
Ay Fe SF RK 


GC) :一 D, l gG + 27k) |? (3. 6.6) 


boo oo 


的 第 个 Fourier 系数 是 


O =l f e Gld 
TEL t 


-L15 | er BCs + Back) [de 


2ntkt 


1 ~- > on, ^ 
= D fe | da ley 


on e | bCz) |idz 


RET GS GWE. OF GSU jae it, 
直接 用 Parseval 恒等式 得 和 到, 即 


<i ¢(+— Eb 8) >= | (2 一 j) Hz) dr 


* 101» 


一 了 ” y 一 br 
T Dg) e olre W oCr)dz 


= z o£ | dkr) | "da 


比 在 上 面 定 理 中 正 交 性 性 质 稍 弱 一 点 的 性 质 是 "Riesz( 或 无 约 


WOR REFER. 


定理 3.24 a} t OE IR) fo a OCAR, F E AY 


MRE E PE 


G) (60+ —k);kE Z HAR A Riesz ® AH B$ Riesz 条 


HE, at PEE 


All de) l< Dao) < Bll fe) 


Gi) «644 Fourier 变 Be ooh 


< 5 | gz 十 mk) KB KHER 
k= -o 
证 明 Fi in EF, 令 Co 表示 它 的 符号 , 即 ， 


CCw) t= ` cê 


b= —on 


然后 ,根据 Parseval 恒等式 ,我们 可 以 写 出 


— Hu 


E 


(3.6.7) 


(3. 6. 8) 


(3. 6.9) 


| Spade | i= ol eC) bo) [Fw (8. 6. 10) 
上 一 一 :2 = 


2m 1 十 


到 > 


Tt 一 


”102 + 


edcay Gla) |do 


a Za a 
一 了 > | , Cz) ole + 2ak) dz 


让 我 们 使 用 在 公式 (2.5 4) 中 引 大 的 记号 


Bray = D, | be + Qak)}? (3.6.11) 


bm cra 
然后 ,考虑 
oo) |? 
| € i LO, ny 
并 且 求 助 于 公式 (1. 1. 7) 的 Parseval 恒等式 
l 


ted A= se] EC [to 一 WCW Pazo 


2, 


gle) = 


由 公式 (3.6.10) 得 到 ,公式 43. 6.7) 能 表示 为 


7 an 
A ;| gtrBstr dr < B C3.6. 123 
d ù 


显然 ,公式 (3.6. DRIA GID. JAAR. 6. 12 
ARG. 6. 8) 我们 再 次 使 用 Gaussian 6 BR gG a {RE gr 


FHE 4“ 欧 向 于 0。 o 
WET ERRATE. E SF 2 a AB TE E At 
偶 ， 


定理 3. 5 e PED RIL “PERE DR HAM EH 
Fourier Pte eX ý 


(3. 6. 13) 


po) 3 一 a pCa) 
DS) jpo + 2k) |? 


上 一 — en 
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APA, EX 
L ae em 7 dn Jobsdom E ZZ (3.6.14) 
hit ko ag YP 
Pinta) t= 27 C 22 一 m) (3.6. 15) 


MAIER AT ARR A eto oe. 

证 硼 AA YE PE RR. a EEE CIR) FA -- Riesz 基 
MAA Riesz 界 4 与 B。 因 此 ,考虑 在 公式 人 3. 5. 11) 中 形 如 
C= 08,95 (a> CF APM fe EPC) ,我 们 看 到 公式 03.6.7) 对 
于 多 代替 % 威 立 。 根据 定理 3. 24, 25003. 6. 13) 中 的 分 母 是 几乎 处 
处 在 界 的 , 界 用 公式 13. 6. 8) 中 的 4 与 互 给 出 。 这 就 推出 公式 
(3. 6. ID PREH AT UCORE E 


mm 


Pa = D apla, {a} EP (3.6.16) 


i= 一 o 


其 中 
1 as i 1 


— -dx (3.6.17) 
> | ba + 207) |’ 


james 


结果 ,由 于 节 是 一 个 半 正 交 小 波 , 所 以 公式 人 3. 6. 2B 
说 , 带 有 (3. 6. 15? 中 的 记号 ,直接 得 到 


<i Prha >= D, SHE; Jkiim € Z 
对 于 j= UE p= 二 一 m, 由 公式 (3.6.13) 得 到 


* 104+ 


< Pha + Bim > 
= 2 pe — 2e maz 


| yy — D Py) dy 


= 元 en Horde 
-| a>? Bo + Buk) Plo F E do 
= x “ete = dpo = Sim 

这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， © 


LB A RE A EEE Ph BIE EDR EA TEX hE. 
实际 上 ,通过 设 定 


Po) = e ÉO (3.6. 18) 
CD) Po + 2a) D 
yi ATR y 用 
~ abe. 
(wo) 一 一 pCa) = ýt lo) 
> lpt lo + 27k) |? 


给 出 , 即 区 =gh to BA. 

公式 (3.6.18) 通 常 称 为 规范 “ 正 交 化 过 程 "”。 然 而 ;加 时 是 
E-i GEE ERE H 之 - 画 数 . 这 个 正 变化 过 程 在 构造 正 交 小 
HE AERA, SES RE APO BWR RE. ED 


+ 105° 


FAA A-A RO E A A a F Risez HE, fry OT RE 
wv MEP pE VORA EH SAM HP ET FEES. 6. 
LEPET S. Alu fe— +> Riesz SE FE— HES, BRA HEAR Gk 
ATE ATLA AN A POR pe a, EP RR EY 
EM 3.26 PR ARRAES FoR ATR) PRE 
ALA Pat ER, As BML, AAG 5. 12)5 (3.6. 159) 
AR A dea SAE KAD ACE 14) 。 

二 为 对 偶 性 关系 公式 (3. 6. 14) 是 可 交换 的 ,所 以 一 个 小 滤 区 
的 对 介 旬 本 配 是 一 个 以 站 作为 它 的 对 偶 的 小 流 。 即 , 除 自 对 侦 的 
正 交 小 波 外 , 当 考 虑 小 波 时 ,总 是 考虑 小 波 对 。 

如 果 季 直上 只 有 对 侦 区 的 一 个 小 波 ,那么 根据 Riesz A EM. 
每 个 JE OR 能够 写 为 

{= Dena) = Dodd) (3.6.19) 
Ik T jE 
这 两 个 ( 双 ) 无 限 级 数 称 为 小波 级 数 "并 且 在 ORD eH 
( 见 定义 3.19)。 根 据 对 伪 性 关系 公式 (3. 6. 14), 得 到 
o> 
Vay. SH fe Bie > 


因此 ,我 们 有 下 述 方法 由 它们 的 积分 小 波 变 换 的 离散 抽样 来 重 构 
有 限 能 量 信号 。 

定理 3. 27 SY RAHAT GPR, ATED FEL (CR) 
RA eS ot Rm ABE ah IWT (6.0) = (55.55) 8, 
JE ZZ, 
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| fa SE Yj = Ww NE 5 
< (3.6. 20) 


4 二 之 也 多: 之 二 WG D 


么 ,使 用 在 公式 (3 GIDEA RAAZ f HEB B R 
E. tn A tay A LCR) ob ge ny A ee aE 19 
TWT 85 38 ek E a ae PFE DA 


<fig >= > 
pte wy 


(3.6. 21) 


复原 。 
SEE 3. 4 节 中 引入 的 二 进 小 波 的 二 进 对 偶 的 讨论 。 首 
先 ,必须 强调 ,二 进 小 波 在 深 - 小 波 的 意义 上 不 必要 是 小 波 ,并 证 
二 进 对 偶 一 般 不 是 对 个 小 波 。 
S g 是 一 个 县 有 Ries 界 4 与 有 的 一 个 半 正 交 小 波 。 我 们 由 
定理 8.25 的 证 明 已 经 看 到 ,5 对 于 赔 衬 的 界 4 与 3 满足 不 等 式 
AS D lè 十 272) B, 几乎 处 处 


ke ee > 


(3. 6. 22) 
Hipa BERAI RY OR hal 的 IRD A -- YS h E E 
3.20 与 3.21 可 得 到 ,区 对 辐 料 常数 AS ROPER. 


<> POTD F< B, 儿 平 处 处 (3. 6.23) 


上 一 一 5 


ARG. 6. 22) 与 (3.6. 23) PB AE IF RMIT SIAR VOR) RE 
¢° 与 W, Til Fourier 变换 用 
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La 一 pla) 

>) lieol? 
mee o (3. 6. 24) 
P lo) ,一 Pew) 


D Ieo 十 27k) |? 

给 出 。 令 p! 是 使 用 公式 (3.8. 10A y STE EE UY EZH. 
那么 如 是 具有 Riess 界 4 一 8 一 1 的 一 个 FRM. Bit. Hew 
3.20 与 3.21 可 得 到 


> jet (2-40) |? = 1, 几乎 处 处 (3.6. 25) 


i. 
toe = ip! |? IDEA 


5 PCa e To) = 1, 几乎 处 处 〈3. 6. 26) 


is ce 


所 以 ,出 于 事实 : 


ess sup >) [e279 |? < co (3. 6. 27) 
这 是 在 所 有 POD JEEZ. 2PM LESH AEE hE E3. 16 
BSF. oA — ROB. A. Be 3. 15, RATT 
oe 与 多 都 是 多 的 一 进 对 个。 因为 公式 (3. 6. 24) A op ER 
上 完全 不 同 , 人 们 不 能 期 望 这 两 个 二 进 对 侦 是 相同 的 ,除非 * 是 
一 个 正 交 小 波 。 
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SOS ”基数 样 条 分 析 


在 使 用 基 小 该 ,部 二 进 小 波 . 二 进 对 偶 小 波 HER (frame Li A 
鹃 -小 波 5 简 称 为 小 波 ) 时 ,对 于 时 间 - 频 率 分 析 和 其 它 的 应 用 ,有 许 
多 重点 必须 考虑 ,它们 是 ;时间 - 频 率 窗 的 大 小 .计算 的 复杂 性 和 有 
STE. SRL RTE. EDR ee PTE St. Pa} 
波 的 基本 方法 之 一 包括 "基数 BR RR, AB BER 
函数 或 许 对 于 软件 或 硬件 实现 都 是 最 有 效 的 具有 小 支撑 的 最 简单 
应 数 。 另 外 .它们 有 一 个 很 有 趣 的 性 质 , 称 为 "全 正 性 ”, 控 制 着 “ 样 
条 曲线 "的 零 交 叉 个 数 和 形状 。 这 个 题目 将 在 第 六 章 中 讨论 ,在 那 
里 ,我 们 将 会 看 到 ,使 用 一 个 基数 FB- 样 条 平移 的 一 种 (有 限 ) 线 性 
组 合 产生 由 测 不 准 原理 控制 的 有 “近似 最 小 "的 时 间 - 频 率 窗 .本 章 
专心 研究 基数 样 条 函数 与 它 的 基本 性 质 ,重点 是 计算 .图形 显示 、 
离 获 数据 的 实时 (或 在 实 直线 上 ?处理 和 小 波 的 构造 。 


4.1 基数 样 条 空间 

当 谈 到 "基数 样 菜 酒 数 ”时 ,我 们 的 意思 是 “具有 等 距 单 重 节 点 
的 儿 项 式样 条 二 数 ", 为 了 方便 ,我 们 首先 把 所 有 整数 的 集合 Z He 
H PAFI” FARU. 5.8) 中 ,表示 不 超过 = 次 的 所 有 代数 
SUA C= CCR RAR fof af 处 处 连续 的 所 有 函数 
HR CSO R CORE 2.1 HABE RHP RES RBH 
23 fa} 
EM 41 对 于 每 个 正 整 数 可 ;下 阶 且 有 具有 节点 片 列 守 的 基数 祥 
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A aH Sna EA Ga E 的 集合 .了 对 住 一 区 问 
Chk lke, BF tni BH 
Slurp €E ml EC Zz 

Sy PRA 5 是 容易 理解 的 。 使 用 最 方便 的 基 蚌 
IN G- O ke) ,其 中 ON, 是 在 (3.2.2) 中 定义 的 [0,1). 上 的 特征 
函数 ,为 给 出 8, 的 一 个 基 ,m 庄 2, 让 我 们 首先 考虑 限制 函数 fE 8。 
于 区 间 [ 一 和 N,N] 所 组 成 的 空间 Sao te F NEERI., iHi. 
可 以 把 Sns 作为 函数 FCS, 的 子 空间 ,使 了 的 约束 


S| (eos, yt 和 fl pw-t.803 


fen, 中 的 包 项 式 。 这 个 子 空间 容易 特征 化 。 实 际 上 ,对 于 Sy 
中 的 一 个 few. 通过 里 Pm.; r= f ujo E ny 一 一 站 
N—1, Re SEC ,我 们 有 


Cpe, ~~ Pay~ ED =0, £=O,+,m— 2; mp2 


BD. APE APS ZZ Te ARE” ee 


o =A PG +0) — ASG — 0) 1D 
= lim" PG + ey fy e)] 
poet 


了 的 相 邻 多 项 式 部 分 有 恒 等 关 系 


Cj 24 m— 
Pa, iCX) = Pa yy C8) 十 Ga pi ~ YT l2) 


因此 ,引入 记号 
2 一 Imaxf0yzr) 


[es Cay 1, me 


(4. 1.35 
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由 公式 (4. 1. 2) 得 到 ,对 于 所 有 ce [一 六 六] 


点 一 1 


FG) = Siew wey E) 十 Ra Cm = 1)} (e— Ay! 
C4..1. 4) 
PARRA FCS,» Mr, Ape HAR. 1. BH, JF 
Ih.m+2N—1 个 函数 的 集合 


{og Tl, r H N Oo e, Ce N EY 
(4.1.5) 
E Sna 的 一 个 基 。 这 个 集合 由 单项 式 和 “ 截 突 ”组 成 。 因 此 局 限 丁 
区 间 [-…N, 和 J; 所 以 在 公式 (4. 4. 5) 中 的 单项 式 1,… ,x"! 还 能 用 


G H N +m 171,602 + NOT! (4, 1.6) 
RE. A-A TAR r ' 的 整数 平 称 产 生 的 截 备 的 下 述 集 
pan 

{Cz 一 k)! tk =— N— mi lipe, NI} 

还 是 Sas 的 一 个 基 . h PERA ,这 个 基 比 公式 (4. 1. 5) 中 的 基 更 
AAR. BP Re |THE HK.” 
式 (4. 1. 7 RRNA RARAS y FOS A A eT 上 生成 。 
而 县 ,由 于 


Sa = U Sax (4.1.7) 
N=1 
由 此 得 到 公式 (4.1.7) 中 的 基 还 能 够 扩展 为 无 穷 礁 空间 S. 的 一 个 
“FEOF :有 通过 简单 地 取 公 式 (4. 1.7) 中 基 的 并 ; 即 , 我 们 有 
F im OE} (4. 1. 8) 


Til GEA FG AR AE 8 (PE. EAH, ESR 
-lil- 


Hilbert 空间 ,人 们 特别 感 兴趣 的 是 在 CIR) BY BEE aR BN 
WE EF PRATER RRA AEA VOR) PP mR 
”资格 ,而 县 事实 上 ,每 个 (z 一 6 在 > 一 十 ce 时 相当 快 地 增长 到 无 

93 Nt Fy 建立 POR) ah Be EIR Ge OT 的 多 项 起 增长 。 
允许 以 向 量 空间 进行 的 唯一 运算 是 (有 限 ) 线 性 组 全. 例如 , 取 导 数 
是 不 允许 的 ,但 是 取 “ 差 分 "肯定 是 允许 的 .因此 差分 的 效果 与 求 导 
在 克服 多 项 式 增长 方面 是 同样 的 ,所 以 将 考虑 差分 。 更 确切 地 说 ， 
将 使 用 “向 后 差分 ”, 其 递 推定 义 是 


f CADEC) t= flr} -- fle -- 1) 
4 (4. 1.9) 


CN PIC : 一 CAT HAD) G), n= 2,3,1 
FR Eee HRE T Eft ml 次 或 小 于 mw 一 1 次 多 项 
式 的 m BAST Ss. Bi 
An 了 一 0， 了 了 ET， (4. 1. 10) 
BM 42 SM, =N ARRAS. 2.2) f CX 890,10 09 AiE 
oly Ho HALT mee. a 


ee A l 
Ma) :一 Gm ye (4.1. 11) 


由 Ma 的 定义 可 得 到 ,ay。 是 公式 (4. 1 D PERR — BAR 
性 组 合 。 事 实 二 ,容易 证 明 ， 


a 1 «x , PL — płįm—l i 
MO 一 & ay au 1) CG gym) (4.1.12) 
由 公式 (110 得 到 ,对 于 所 有 cee M, (2) =0. BAM eco, 
M,C.) BRE AZ ,所 以 有 supp 于. 守 10,m]。 如 果 再 作 一 点 艰苦 的 
工作 ;还 能 得 到 精确 
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supp Af, = [0,m] (4. 1. 13) 
所 以 ,MM 肯定 属于 UR). AM HERE HE 
B= {M — kb) kE Z} (4. 1.14) 


是 5; AI PORES? BK GE 8%.w; 由 公式 C4. 1.5) 或 (4. 1.7)， 
Sn 的 维 数 是 各 十 2N 一 1 现在 ,使 用 支撑 性 质 公式 (4. 1.18), - 
H.: 

{M Cr- k) tk = N— mt la A — TY (4.1.15) 


中 的 每 个 烟 数 在 区 间 [-- 入 ,入 ] 上 是 非 平凡 的 ,并 上 且 ,7 一 上 ,对 
Feel N—m+ 1] ae kN lL ELN N] EEE, h FEH iE rA 
AIRC. 1. 15) 是 线性 无 关 集 ,大 们 可 得 到 Sun 的 另外 基底 。 所 以 ， 
AUF AKC. 4. 8) ,如 时 我 们 取 公 式 (4. 1. 15) 中 六 一 1,2,…, 基 
底 的 并 .就 得 出 在 公式 (4. 1 14) 中 的 和 多。 比 起 公式 (1 Bp OT 
来 .用 的 一 个 优点 是 现在 能 讨论 样 条 级 数 


Fœ = >) eM, — k) (4, 1.16) 
WAGER RAED MKS. BEE AFEA E 
ER, HM 具有 紧 支 撑 , 除 了 无 穷 级 数 公式 (4. 1. 16) 中 的 有 
限 项 外 ,其 它 项 全 部 是 零 。 

如 前 所 还, 我 们 主要 对 属于 CR) 的 那些 基数 样 条 感 兴 趣 ， 
BSR), Oo" AREN VORA. ELT 是 包括 
8,0 FOR COOR RAFN. HEM. RARE RH 
看 到 党 Cr 和. 在 下 节 中 ,还 将 证 明 2 VG A Riesz 基 (或 
无 约束 基 ) 。 

至 此 ,只 考虑 了 具有 节点 序列 到 的 基数 样 条 。 更 一 般 地 说 ,还 
要 考虑 具有 节点 序列 2- 加 ,jE Zz 的 基数 样 条 空间 8S;。 因 为 , 当 
AS SWAPS 2 "到 的 一 个 样 条 函数 还 是 具有 节点 序 
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Aj 2 2 的 一 个 样 条 函数 ,我 们 有 一 个 (双向 天 限 ) 的 基数 样 条 空 
问 的 奉 套 序列 

CS Cecslae 
其 中 SL :二 8,。 类 伺 于 AEM. RIS VA RR S/N VR) AY 


PODAJE. BEE A ORON ae RE RATE A PR EE 
列 。 


eC CEO (4.1.17) 


{REH R 3 TS Ps H a AL 


closio l UF, 7) = LCR) 
jem (4. 1. 183 


N r7 = (0} 


JEZ 


TL. ELE FA: @ E VG AP Riesz 基 , 那 么 ,对 于 任何 EZ, 
集 
{ote (Diy —.- k) : E E Zz} C4. i. 19) 


iier 的 ' -个 Riesz 基 并 且 具 有 和 像 & 同 祥 的 Riesz 界 。 


4.2 B- 样 条 及 其 基本 性 质 
我 们 现在 转 到 公式 (I. 5.7) 中 引入 的 束 阶 基数 B- 样 茶 的 定义 


NC.) += CN * ND = | aa — di, ma? 
(4.2. 1) 
PN, ÆRU DARIKA., TEA 4.2 PO MSN; HE 
下 面 , 会 着 到 ,对 于 所 有 n2, ME Ma5 Nu AUN, BVP 
CEA m MERRE. BERAG 1 11) OM, HEX 
ERER BEZA. 2. DP N, 定义 的 优点 是 N, 的 一 些 重要 性 
Jld. 


质 能 由 Vv, We CRABS. RP RB TERS HE 
质 说 明 如 下 。 

定理 4.3 on Br Re B-f $ N, 满足 下 述 性 质 : 

(GD 对 于 每 个 JEC 


oa l 1 
| T SON, Edr = | ,| Slay 十 + aa) dd 
(4.2.2) 


(ii) MF He gee 


| PONDA = se Drg) 


ke Ñ 

(4.2.3) 
Gi) N (== Malr), 对 所 有 z。 
iv) supp V,,=C0,m] 
(v) MG) > 0, AEF O<ca<im, 
(i) DN te k) = 对 于 所 有 >。 
(vii) Ng! G2) = (AN p- D 2) = Nos) NG 1), 
(vii) BARREN, AN. APRA: 

N,(@) = Ge) + BAN ie l) 
m— I m—- 1 
(4.2.4) 


(ix) Na ATE GLA SRA AG, Bp: 


NCS + r) = NCE 


gts ze IR 


证 明 “〈i 让 论断 公式 54. 2. 2) 对 于 m=1 FERL. REC 
各 一 1 也 成 立 ,那么 ,根据 公式 (4 2. Dp N. 的 定义 和 这 个 归纳 盆 


* 8 。 


设 , 有 
| © FQN ade 
= [| fa) f DARE — Oathdz 
| al © PON, lE — Ode} at 
p] "on 
= I. d i __ 了 Gy 十 1) Ng Cy dy } dt 
= =Í Jon - fet "十 Tn—1 十 tdrdy 


= | | HG -Ho 4 rpd dan 


di 


m—t 


GD 论断 公式 {4.2.3) 由 公式 (4. 2. 2) 得 到 。 因 为 ,直接 积分 
l 1 
| | gy Soe a ded 
Pa EE Tr 
= 2 DIEC gh) 
GDA E rE, TE 
1O = ee OP? 


公式 (4. 2. 3) 的 右边 与 公式 (4 1. 12) 中 于 gz 相同。 因为 


g™ CG) 二 一 的 
其 中 上 活 是 可 分 布 5 见 公式 (人 2.2.12) 与 人 2. 2.149), AMG 2. DHE 
WERT wkz)。 即 ,wz 一 好 wz) 对 于 任何 (固定 的 )zEI 或 
。 116 ， 


立 。 当 然 . 可 以 避免 使 上 5 分 布 ,例如 ,不 用 公式 (4. 2. 3) 而 用 基于 
叮 纳 法 的 论证 ,得 到 (fiii) 。 

论断 Civ ,Cv) ;tvD 和 (ix} 能 容易 地 用 妇 纳 潜 导 出 ,但 要 使 用 
公式 042 DP N, 的 定义 。 

(vi 再 次 使 用 公式 54.2. 1) ,有 


l 
N? (a) | Nt — Dd 
t 


=— N, il — 1) + N, (2) 
= LAN a13 CLE) 


Cii) AWER cvin PA ESR AAR. 11D Ma KI 
定义 来 替代 下.。。 当 然 , 已 经 在 (ii) 中 证 明了 .= 对 AAEE 
地 “表示 为 一 个 单项 式 与 一 个 截 寡 的 乘积 , 即 


m— |] m— Zz 


和 a ae 
WH ,对 于 差分 合用 下 述 “Leibnitz 法 则 ”: 
CA fg) (x) = Dan (Ag) Ga — BD 4.2.5) 
XPT 24) SE A ES A ea, IR SN ASL 


平 与 导数 的 Leibniz 法 则 完全 相同 。 现 在 ,如 果 我 们 在 公式 
(4.2. 5) 中 设 fr A g(x) 二 +? 并且 同 忆 由 公式 (4.1.10) 中 


MPO £2 成 立 ,我们 就 有 


AS — — | At ] 
Ne) = M(x) = mn — D+ 


1 
(ma 一 Di 


AM? 十 mAT — 19877} 
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= Tt 
+ mAT 1) 


yr l) 
B m- | 


m 1 
£ Th oO 
= — ` T ŽEN _ 
m --- 1Ż N w1 E] 十 元 aa 1 me OF 1) 
这 就 完成 了 定理 4. 3 的 证 明 。 o 


FARER: BOA 4. 1. DR AAE RR BB- 样 
RHE 
Bc iN, G kE) (4.2.8) 
它 是 在 公式 (3.6.7) 意 义 上 的 号 的 Riesz 基 ( 或 无 约束 基 )。 用 定 
理 3. 24 .这 等 价 于 研究 公式 (3.6,.8) 中 上 界 与 下 界 4,83 的 存在 ,由 
公式 (4.2.1) ,着 到 六, 二 CND". 所 以 
|} — eo" 


[Mgt = 


见 公 式 (3.2.16))。 同 此 ;用 2z 代替 %, 则 有 


m 


SR (2 十 28 


a. gin SS Sin’ Gr + rk) 
2 之 (22 + DR) 


= (sin’™x) >, G ap (4.2.7) 


k= o 


ERA SS IAT 
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Ooga 
cots = lim >, Tw (4.2.8) 
ae = y e 
这 直接 产生 
Sot 
E (x + ah" (2m E 1 yr Jagr et td, 2. 9) 


所 以 AB ZR C4. 2. 3) 代 到 公式 (4. 2. 7a 


Ta . . ， — sin?"¢ Ee! 
N C2 wh) |" = 一 
>) IN C27 十 27k) | m O gr iO 


k= 一 cc 


(4 2 10) 


例子 4. 4 MP BG TA R E ON, IG No bA 
C4. 2, 10) 得 到 


SS [Vile + 2ak) P= 1 (4.2.11) 
k = — a 
il 


> [Noe 2x) |? =. 


Sw 


1. 2 2 © 
3 3 2 


FA ONC +k) STE SOA Oe 3. 23) ,并 且 


I . ` a a 
z< 之 [Nw 2xt) | <1 (4. 2. 13) 


r= 


其 中 ,公式 (4 2.13) 中 的 (Riesz) 上 界 与 下 界 是 可 能 达到 的 最 好 的 . 

虽然 公式 (4.2, 10) 古 显 式 SEA BEAT RRR Riesz 界 的 -~ 个 
工具 ,但 是 用 计算 三 角 ( 正 弦 和 和 余弦) 多项式 的 代数 运算 对 于 较 天 
的 样 条 阶 数 值 m FER TER DAY. RR ERE f(z) 一 Ar) 应 
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用 定理 2.28, REE 


| Nl FONG dy = Naam 十 有 
g (4.2.14) 
的 值 的 知识 。 公 式 (4. 2. 14) 中 的 恒等式 是 定义 公式 (4. 2 1 的 一 个 
简单 推论 ,而 Non 在 节点 序列 72 于 的 值 能 容易 地 在 定理 4. 3 中 的 
公式 (4. 2. 4. E Eee BD 


(NG) = 6 REZ 


k 
fe = Tek) + 


ETING D, 


k= 1ytteyn 
C4. 2. 15) 


注意 ,mitt 一 0 对 于 ss0 Reet l ue. AW. Ree 
2. 28 中 的 公式 (2. 5. 19) ,有 


os m—t 
>; IN. Co + Zak) |? = SS Nom Cm 二 ee 
k= o komt 
(4.2. 16) 
现在 ,应 用 定理 4.3 中 心 ) 与 (vi) 得 到 
D No + Bek F< (4.2.47) 


t= 一 cm 


并 且 Riesz 界 B= 1 在 这 里 是 最 小 可 能 的 。 
为 确定 在 公式 (4. 2. 16) 中 表示 式 的 最 大 下 界 ,研究 所 谓 的 
2m— Ertak 2m--2 ke) “Euler-Probenius SMA” 


Ban C2) = (2m — DIT DG Naam op Bat 


£-=--m4 1 


(d. 2. 18) 
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在 第 六 章 中 将 证 明 ,B,,_ 的 2m—- 2 TH Agath + Aom HER, E 
Rom E Æ RAY: 9 fE ATLAR D ENE ET et, BD 


QO > A me D> Agma (4.2. 19) 
这 些 单 根 是 成 倒数 对 ,中 
m1 (4. 2. 20) 


因此 ,我 们 有 `~ 


„— C1 A 
An = a nill lat 7° 


(4.2. 21) 
现在 ;由 公式 (4.2. 16) 54.2. 18)， 可 以 写 出 


5 |Ñ nlo + Oak) |? 


点 一 一口 > 


2m—2 


~ Grail - A | 


1 11 — Ae™| [1 ~ Ae" 
~ (Om 二 ae | Ae | 


- 
- oral TARE 


由 此 ,显然 有 


Dy [Falo t 2 | SS) [a + Oat) |? = 4, 


ke. on k= e no 


RH. ERTA E, 
定理 4.5 FIET mel. 4s A, EDAG 2 21) 中 定义 的 正 数 。 
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MZ AAG 26) PUORRAHBE ER BA IV? HARA Riesz Æ 
A= A t R= l 的 一 个 Riesz 基 。 而且, 这 些 界 是 可 能 达到 的 最 好 . 
的 。 


4.3 ”两 尺度 关系 和 插入 图 形 显 示 算 法 

ef Fe Fe SEF] 4.1 PH AERA RCA 1 17)-(4. 1. 19) 
中 讨论 过 的 POR way Pe aay ie EPP jE 如} 的 任何 两 
个 相 邻 的 于 空间 之 间 的 关系 。 注意 事实 到。 一 六 我 们 可 以 并 且 疙 
”是 用 记号 NY, UR M. 观察 下 述 结果 , 用 一 个 简单 的 变 划 变换 ， 
它 是 定理 和 5 的 -- 个 平凡 的 推 沦 。 
推论 4.6 Spe Repo 5 j m22, HE 


Bt {DN (Da o kt EE WZ} 


是 具有 Riesz R A= A, fe B] 的 1T? 的 一 个 Riesz 基 。 而 且 , 这 些 
界 是 最 优 的 。 

HB. bee MARIE .名 ;对 于 ;=0 简化 为 名 ,并 且 在 计算 
机 算法 的 结构 中 ,更 方便 的 算法 是 企 名 中 省 掉 规范 化 常数 2 。 
这 兵 是 乘 一个 因子 2 一 改变 Riesz 界 南 已 。 因 此 ,对 于 每 个 j, 因 为 
NZD ETA ECV i HEE 4.6, 有 


NaP) = D Para Na — BD 


上 . 一: 


Hima t EZE A PARNE. ME, M yA e 并 且 对 
ALG. 3. 1) 两 边 取 Fourier Ee. U REAR. 3,1) 的 下 述 等 价 


公式 : 


Ne) 一 3 > Pace NCS) (4, 3.2) 
这 个 公式 能 用 来 得 定 公式 (人 4. 3. 1 中 序列 {p41}。 事 实 上 ,因为 
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( 见 公 趟 53.2. 16)), MA 


is Cms l e ne iO? n 
2 5 Pay. © 一 í wo 3 G — goi) 


上 一 一 2 


ite 
= CT) 


— 9-™ Im — iko E 
= 2 2G 


这 就 得 到 六 

lorate HFP SASM 
`k (4.3.89 

O RE 


所 以 .公式 (4. 3.1) 的 精确 公式 用 
r — a 一 mm 十 1 m o; 
Nala) = 2? (Nar D ARA 


给 出 .这 个 公式 称 为 m 阶 基数 B-RA ARERR” 
正如 已 经 在 1.6 节 讨 论 过 的 ,基数 PL 样 条 (更 一 般 地 说 ,在 公 
ROL 6 DP WEAR EAA OMAR EAE MAREK 
FZ PPE AAG. 6. 10) 和 图 1. 6. 2 描述 的 所 谓 的 《小波 ) 
重 构 算 法 。( 另 外 一 个 公式 描述 小 被 总 (7) 与 $C27 一 让 ,所 于 之 间 
的 关系 ,如 公式 (1. 6. 3)。) 注 意 到 ,在 小 波 分 解 公 式 上 1.6. 1) 中 ,如 
E 六 的 所 有 小 波 分 量 gga BSTR MARTAT 
要 在 公式 (1.6.3) 中 像 fey RES Ea few EVy ine RMF 
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说 ,公式 (1.6. 10? 中 的 重 购 算法 的 ” 一半” 能 用 来 把 第 (一 好 ) 层 
的 “分 辩 水 平 〈 每 单位 长 度 有 2 ”个 图 素 ? 的 任何 画 数 fe R 
示 为 一 个 函数 六 TE CRON 层 的 分 辩 水 平 那样 (每 单位 长 度 有 
2 个 图 素 )， 当 然 ,fw 二 志恒 等 ;但 是 我 们 得 到 了 在 一 个 较 高 分 
辩 水 平 上 上 的 同 祥 的 函数 的 一 个 “更 好 的 图 象 ”。 

现在 ,集中 注意 力 于 基数 样 条 ,并 且 为 了 计算 在 节点 上 B- 样 

条 的 值 ,把 这 个 过 程 与 公式 (4. 2, 15) 中 的 算法 结合 起 来 ,以 纵 出 在 

任何 合 平 需要 的 分 辩 水 平 的 任何 基教 样 条 攻 数 的 显示 图 形 的 一 个 
非常 有 效 的 算法 。 我 们 首先 准确 地 叙述 这 个 “搬入 图 形 显 示 算 法 ” 
的 目的 如 下 。 

考虑 严 阶 具有 节点 序列 2 ze 的 一 个 基数 样 条 函数 


Fa) = D> Jaron, Or 一 站 (4,3. 5) 


其 中 jg EERDER. RE a TB a 
”此 "序列 ,其 中 因果 性 是 指 qa"=0 ATA I< 成立。 目的 是 对 
于 任何 预先 指定 的 整数 六 空 六 ,在 “实时 "中 精确 地 计算 序 殉 


LED, EZ (4. 8.6) 
的 所 有 值 . BB. BRR a UE HATE HE, 
那么 公式 4. 3. 全 中 的 序列 对 于 上 的 增长 秆 就 可 计算 出 。 注 意 到 ， 
最 示 了 (x) 的 图 形 ,假如 ( 磊 定 和 的) 整数 站 是 足够 大 的 , 那 就 足以 显 
PRES 了 CGE/20,kE 如 。 当 然 ,j 的 大 小 受 可 用 设备 的 性 能 限制 。 
对 于 每 个 ih AILS 


[f(a = De Par, (Be — 2) 
4 


igri {ai}. LE Z 


通过 使 用 两 尺度 关系 公式 (4. 3. D 我们 看 到 ,恒等式 fa 
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(4. 3.7) 


a= f Co) SB StF fa Sp 
Dal Py tle D 
= D aPN, C2’ — 1 
= Dal? Dp Pm Nm 2778 — 2 k) 
= DD neat Np t D 
4S 


因此 ,出 于 集 N, — 1) EZ, BVT, AD Riesz 基 , 人 恒等式 
rtr) 一 了 (rx) 可 用 公式 


apto 一 = Da Poste wt? LE ZL (4.3.8) 


HAARE EH d= (al) Goa = (al? SPR REAR. 3.7) 
中 (2) 后 下 (5) 的 系数 序列 。 最 后 ,由 序列 e = lore) ,我 们 需要 
计算 FDO ,hE 如。 这 可 用 序列 a 与 序列 {Nt 人 ) FEZ AE 
RIEA Ef 六 ,( 克 的 值 能 应 用 公式 C4. 2. 15) 中 的 算法 计算 ,事实 
ETE FE, RATA 


k — ， ok 
Ci) = Dit N62 ne (4.3.9) 


AG, . ， 
一 > ja Na Ck 一 站 二 > ns a) 
T 


i 
其 中 
Wa. t= VAC, ke Zw (4.3. 10) 


注意 ,公式 (4 3.8) 与 (4. 3. 9) 的 两 边 只 是 “移动 平均 "(MA) 公 式 ， 
+1256 


除了 公式 (4. 3. 8) 中 的 序列 a 必须 “向 上 抽样 "外 。 是 指 在 到 的 任 
何 两 个 相 邻 的 项 之 间 ,都 必须 插入 一 个 零 项 。 更 确切 地 说 , 设 
(a = a), LED 
day :一 a, 和 (4. 3.41) 
Pi 0, KE 
于 是 ,公式 (4. 3.8) 就 变 成 了 - -个 MA AR: 
at = ST, LEZ (4. 3. 12) 
我 们 总 结 上 述 得 到 的 过 程 如 下 。 


算法 4.7 (插入 图 形 显示 算法 )》 
令 是 具有 因果 条 数 序列 (如 公式 人 4. 3. 5)) 


ah = {apt :l= layla + lar} 
的 一 个 基数 样 条 函数 。 选 择 任 一 12 jo MRAM F j 一 jj 一 1， 


(1°) 下 使 用 公式 (4 3.11) 

(2°) a! AIA C4. 3. 12) 
最 后 ,使 用 公式 (4. 3. D j=j - AMT 

(8) (fH) REZ) 
CHE j= jo BER AR C29)), 

这 个 算法 能 用 下 述 图 解 描述 ,其 中 不 是 指使 用 公式 (4. 3. 11) 
向 上 抽样 :是 指 具 有 权 库 列 {m 叶 的 运动 平均 :> 是 指 具 有 权 序 
FU Ce EE FH. PRB Cd E ted Fe RR PE AA TR 
限 序 列 , 它 们 的 项 分 别 是 2 "一 和 17 nm 一 41 的 整 教 倍 ,这 个 算法 
的 实现 的 确 是 很 简单 的 。 
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L 
tt NM + 
A gan! an”! a'l —» tf, Ck/ 2) ; 
e 


图 4.3.1 HARPER 


例子 4.8 为 了 用 每 单位 长 庶 1 024 SRA EEE E 
“条 二 次 样 条 曲线 


hi = Dana —D (4.3.13) 
bor or 


而 没有 任 何 误差 ,我 们 在 算法 4.7 中 合用 ti = dajo Oa)” a, 和 
Je= 100K 4 2°=1 024), MAR AM lp, Mie, BEIR AE Ba 
公式 (4.3. 3 与 (4,2,15) 计 算 。 非 零 值 用 


il 4 6 4 1) 
‘Pao Fat = gta g'g ei (4.3. 14) 
5 
t | 4 1 4 
fa ety ay gh = 676° K | (4.3.15) 


ait. GEB JEJ (pH) AIRE 2, 不 是 1. 因为 数据 fe 必须 | 向上- 

THEE. “SR. BONAR Silo, ROE 1.) 在 算法 4.7 的 第 (2") 

步 与 (3) 步 中 使 用 公式 (4. 3 12) 与 (3.9) 时 ,公式 (4. 3. 14) 与 

(4.3. 15) SAA ore 8 和 6 可 以 省 掉 , 以 便 得 到 整数 运算 。 当 
Be X 6 = BY X 6 = BX 2 


去 除 。 公 式 (4. 3. 14) 与 64. 3. 415 中 序列 的 对 称 性 还 将 应 用 于 节约 
处 理 时 间 方 法 上 。 
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4.4 ”基数 样 条 的 5- 网 表示 与 计算 

在 上 节 描 述 的 插入 图 形 显示 算法 还 可用 来 精确 地 确定 年 何 基 
HORARIA ERAB. REHA ARMES mH RE 
RE, AR RITSA TEERAA, MEA E eT E 
式 。 通 过 使 用 一 个 多 项 式 的 Bernstein Ram. HRA R KW 
“天 网 ”并 不 随 多 项 起 被 限制 区 间 的 位 置 和 长 庶 而 改变 ,这 在 基数 
样 条 函数 处 理 中 是 一 个 很 重要 的 特征 ,因为 ,经 常 必须 平移 一 个 基 
数 户 样 条 级 数 并 按 比例 换算 级 数 以 适应 不 同 的 分 状 等 级 。 

令 z 是 任何 非 负 头 数 。 我 们 首先 注意 ,名 项 式 


oe) 一 Qa rr OS kaa (44.1) 


AE BS irk 2s mn BI Pa. PSE MK Bernstein 
LIKE T. 


BIG) = SVE) Be) 4.4.2) 


如 果 了 是 在 区 间 [0,4 上 的 连续 函数 ,那么 很 明显 ,Bf 在 这 个 区 间 
两 端点 上 插值 fF. BD 


pay = FCO) 
(4.4.3) 


CBC) = ft 


然而 ,Bf 在 该 区 间 的 内 点 上 二,… ER RP. REA 
的 是 ,多 项 式 曲线 * 一 (B.f)(z) 的 图 形 位 于 集 


| 下 (下 EA (44.4 
i R th | 


的 凸 包 中 ,确切 地 说 ,这 个 集 “ 控 制 "y= BD 0x) 的 图 形 。 我 们 不 打 
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算 对 这 个 问题 进行 课 入 的 讨论 ,而 只 希望 指 册 :y 一 (5 的 图 
形 的 * 撒 状 " 受 "控制 网 ”公式 C4 4. 人 控制 , 它 又 受 y 二 fix) 的 图 撒 
Hal. FER A: 

ti 如果 在 [0,1] 上 Fez0, 那 么 在 [0,1] 上 Bo; 

Gi) 如 果 在 [0,1] 上 了 4 MAEL] BFA: 

Gi) WES LOI 上 了 是 向 上 四 的 ,那么 在 [0,1] 上 RfE 

fd EMA. 
G) GD ARV APS ERR: 
CL) BS BOP ORES SAMARAS ,也 就 是 
BO =f, fe my 

(29 “APSA LEE E A PE E O, co) EA SR 
Eilr eear ha 

一 般 来 说 ; 公 臣 (4.4.2) 中 的 Bernstein AA A T AeIE t 
Bernstein £I FE 


PEO = Sadie) (4. 4. 5) 
t=. Q 


代替 ,而 具有 系数 序列 
a := {alt k= Ose yn} (4.4.6) 
这 个 Bernstein STAM AIA Bf AE A LE. A 


单 地 把 于 看 作 是 在 合式 (4 4. 6) 中 数据 在 点 1 由 的 分 片 线性 (或 
者 二 阶 基数 样 条 ) 的 插值 


Fe) = DaN, — b+ 1) (4.4. 7) 
£=0 


* 一 所 (四 的 图 形 ( 或 为 了 简化 ,系数 序列 定 一 Cat} 本身) 称 为 公式 
(4.4. 5) Bernstein 多 项 式 P, 的 下 网 表示 。 


"JTJ28。 


Fit MF Bernstein 多 项 式 的 微分 和 积分 ,将 利用 运算 : 


| “= Hejl Ge 

4 | ot (4.4. 8) 
uy bi | a” 

i 


在 这 里 以 及 爹 书 .… 一 个 空 和 总 假定 为 等。 

定理 本 9 HATHA EM SO PADA ADA 46) 
pe x oo, B A ata a cK Bernstein SRA, MAP 的 导数 
用 


al 
Px) = D (uae) W(x) (4. 4.9) 
k=O 
给 出 ;并 且 , 如 果 PL CPA PL 的 积分 用 


ri 
f P dt = X) (at! + cap) Wr) - agt 
5 +=0 
(4.4. 10 


th 
证 明 使 帅 记 所 
2 与 和 :一 0 


HASTEL. d. 1) RT HO RATT 


gr) = ii {— (-- kje + et — Dlo Pe i 
di 四 
| ti z + [” Je — r) 
l o ki f 
C1 — Tip! 


=) — o e) 
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国 此 


A 


PI (a) = D nalga) — of e) 


i—0 
= $ nla ah) OG) 
i=0 
:一 1 
= Spam 6) 
t= 0 


这 就 证 明了 公式 (4. 49. X P 使 用 这 个 公式 ,并 且 使 假设 
Poo =F RNA 


I k— 1 
ntl E Nr m tt 
oo 十 一 一 124% a 
国 此 ,由 积分 公式 
[PO Pale) — Pupi C0) (4.4.11) 
= P(e) — a" 
fa Flash G. 4. 10) 中 的 论断 ,这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 @ 


现在 转 到 赋 究 om 阶 基数 BER ko 的 瑟 网 表示 。 回 忆 .由 
mi m— 1] 次 非 平 凡 多 项 式 跋 组 成 ,专项 式 段 表示 为 
Pai = Nal tetas = l,e, (4. 4.123 
另外 注意 :限制 Ne DRA RE RCA 1. ES 
Pa-w- 1). ALA. MRS a CS (af CE) Sml RR 
Paia AY Be, OB ER NaC) N G DARKE ik B 
Bernstein 和 多项式 
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Paria 7 Panta CE) 
m—} 
= Sot) — oP — DD) gae k 1) 


i=0 


(4.4.13) 


给 出 。 所 以 .应 用 定理 4.3 中 心 让) 的 恒等式 ,或 等 价 地 


Paala) = Py — Pei CQ), « © Lk 1,8) 
(4.4.14) 


WA 


m—I 
SMart) — af DET G@ FED 


i= 9 


d,~ a 
= ig’ 2i alr — k- 1)} 


现在 ,如 果 在 区 闻 [0,z] 上 积分 两 边 , 并 且 应 用 公式 (4. 4. 11) 与 
(4. 4. 16) + 我 们 得 到 下 述 MN 与 Nar BP ZLB AER » ED + 


ark) = ath) + alar ME) -o aCe — 1)} C4.4.15) 


i=l 
=a + ED aT + aE — 19) 
J=0 


E=Q--,m, 对 于 站 之 2 因为 ws 是 连 组 的 ,所 以 就 有 
alk =P, Ck — 1) = Pa 4 于 一 1) 一 estk 一 1)。 因 此 ,对 于 任 一 整数 
mo) ,我 们 导出 计算 Ne 的 所 有 多 项 式 眉 的 B- 网 的 下 述 方 法 。 
算法 4. 10 (基数 BFE B- PELE) 

令 me? 是 任 一 整数 并 且 设 


Panie) = N,, | pena.) (2) C4. 4. 16) 
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m—1 
= yar te) oa — +) 
i=0 


È = lye’ 
HHR 
TO = 0 与 em 十 1) 一 0， 
了 人 0 一 (4.4.17) 
并 考虑 初始 条 件 
ad = 0, af (lJ = 1 = af(2), ol2)=0 
(4.4.18) 


HF mel (EHAA 4. 17) 与 (4.4. ITA PRM), 
Sig kt Fm 3.4.- EH G. 4. LOS ATA ER BOS PA 
程 :其 中 
(1°) BT Ch) E= a1) -- ak — 1) 

对 于 j= 0em] A b= Lee me AR 


tw 
a my a m . ] mo 
(2) aPC) 一作 一 1 十 mo CE) 


AT i= 0em PAT k= lm 1, 
算法 4.10 的 示意 愿 理 图 如 图 4. 4. 1 oR. RR. 4.17) 
使 用 在 计算 CE) 值 的 每 一 步 . 


bile BHA BCI, e o D BATRE IJe bn) 
+ “a + Nat `u 
a'l), a'{2) CHOS PEET HEP) am FL) ee a mm — 1) a N ge ya Hm) 


图 外 4 1 .网 的 计算 
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例子 411 IR Gn= 3). 三 次 人 和 和 四 次 (mm 一 5) 基 数 世祥 条 
的 互 网 给 出 如 下。 
G) XIF m=3, 
a*(1) 470+ sat (300Z 
Ci} HF m=, 


i 2 1l, ,ł 
站 


4 ea? = i pio2 4 4 
acl), 3a (= LOUE pepe gighs 


4 4 2 1 1 
[Sree gir tg 0-08} 


Gü) 对 于 m= 二 5， 


L416 14 11) pil 8 4 21, 
4724724 24 2A * 94724724724 247% 
] 

tzi? 0,0,0}; 


E Na 的 B- 网 知道 了 ,就 很 容易 确定 如 公式 (4. 3.7) 所 示 的 
任 -- 基 数 樟 条 函数 广 的 全 网 。 通 过 -个 变量 代 换 ,我 们 可 以 集中 
注意 力 于 具有 节点 序列 于 的 基数 祥 条 范 数 


f(z) = DiowWalz — (4. 4.19) 
4 
SCH BSI f. ER —1,6) FAR 


m—1 
folura = DGC) OG — b> D 
[一 了 
(4. 4.20) 
使 用 公式 (4. 4.16) 与 (4. 4. 19) ,还 有 
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< p . 
所 nec 一 DCM aC J) ety @) (4.4.21) 


了 


W 1 
一 D GPa- lg l-1) 
i 


= DG Dae kh DOIG k 1) 


RRA 4 2084. 4 21) 相 等 , 便 得 到 - 


tc 


i(k) = X, atk jes (4. 4.22) 


=i m 


{二 


因为 ,对 于 jk E phe ar 站 二 0。 现 在 ,总 结 前 边 导出 
的 公式 。 TEARM EEZ fi l= 0, m — l, Ch 4. 22) 中 带 
ARUFI 


(PDJ = 0 


{所 有 的 项 可 用 算法 4 LOA om 34,5 在 和 例子 4. 11 中 给 
出 } 的 移动 平均 (MA ) 公 式 能 用 于 计算 具有 系数 序列 {0} 药 基 数 样 
条 级 数 fo. PRA EEKE- 1.4) AY -网 


dk) 一 《do 人) Lap} 


4,5 HR 逼近 公式 的 构造 
开始 写 下 Fourier 变换 的 一 个 有 用 公式 , 它 很 容易 对 公式 
(2. 1. 6) 两 边 取 jy 阶 导数 证 明 , 即 


CFE DH) = PDI), j= 0 {4.5.1) 
其 中 使 用 了 记号 
» 135° 


Dig la) t= g” Ce) (4.5.2) 


ik ARM HAP om OB BORN. MEM a N HET 
rE RÉ (Pe — Bh, BO TS 


| er [Cx , ON 2) Jdt = {z 一 DYN CO) 


(4.5.3) 
5 
| eTEN (a O jdt (4.5. 4) 
= | > et Cr — ÍN CE) Jdt 
=e "Cr = DPN D w) 
别 一 方面 ,由 公式 
N,(o) = [HE 
iw | 
很 明显 Nn 满足 性 质 
vr = ] 
D (4. 5.5) 
(DÑ D C2xk) = 0, 


j= Öpen — 1,04 RFE 


因此 ,公式 (4. 5.3) 与 (4. 5. 4) 在 。 一 0 肯定 相同 ,应 用 公式 
(4.5. 5) 于 这 两 个 公式 有 


| eu Ce — NC dt (4.6.6) 


— on 
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ze | O eTEN Cz — Olit, 


0 7 me lk EZ HarEeER 


作 为 公式 (5 6) 的 一 个 推论 ,下 述 缚 果 可 用 公式 (2. 5. 11) 中 
Poisson 或 和 公式 的 一 种 变形 导出 。 
定理 4. 12 $ mol atii, MZ 


on 


m=i 
D PAN b= DIN, pla k), pe m, 
kr: 一 oa 上 一心 
(4.5.73 
LRA. 5. DESE, OR hom BYE B- 样 条 级 数 
的 系数 序列 ie TERT BE Kyi sO = BCR) RM Ft — m— | IK 
“多 项 式 序列 ”那么 ,基数 样 条 函数 就 简化 为 一 个 ma 中 的 多 项 
KR. EE ARG. 5. DAAA FREF moe 可 改变 为 1。 
现在 暂时 离开 上 述 讨论 , 考 虚 下 述 使 用 “中 心 ”基数 B- 样 条 
Nu(z 十 于 ) 的 “基数 样 条 持 值 "问题 , 即 : 对 于 任 一 给 定 的 "容许 ” 数 
HERS} ,用 


Dy Nae FE Bens = Fy jE Zz (455. 8) 


tt 二 一 cm 


确定 解 {s}。 这 里 , {} 称 为 是 容许 的 ,如 果 它 其 有 至 多 包 项 式 涪 
长。 使用“ 符号" 记号， 


[Wz) := Dae + DH 


Cl :一 Do (4.6.9) 
k 
PO := De 
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至 少 在 形式 上 ,可 把 公式 (4. 5. 了) 写成 
ON = F (4.5.10) 


注意 ,站 ,是 一 个 对 称 的 Laurent SMA GED EW EEE 4 3(viD) 的 
一 个 推论 ,余弦 多 项 式 


Dio) = Dle) t= 1 — Nal), 2 = 45D 


AP AA o EMA. OMS APIFR NRPS 4.5. 10) 写 
成 


E = tf cae BP i E Js 
C= 1 一 : sf (4.5.12) 
所 以 ,至 少 在 形式 上 ,有 
C= (1--BD+ D + + IP (4.5.13) 


《这 里 没有 有 证明 ,因为 我 们 总 有 OSD Co) 1,2. 5. 13) 中 的 
“Neumann 2% "SERB LMS. BCA He OR 4. 6 9 AE TE fa 
公式 (4. 5. 13) 的 表示 形式 启发 我 们 考虑 用 


了 二 二 Dr (4 5.14) 
ge COA PBA Aa 12。 这 些 序 列 的 每 个 又 定义 数据 序列 1:7,} 的 
AERA FED 


(Ape {Sj} ICD t= 一 之 ef «4. 5.15) 
它 的 符号 用 4F 给 出 。 


现在 ,假定 数据 序列 ;由 测量 某 个 连续 函数 了 得 到 , 即 
了 == 了 tj) 。 于 是 ,为 了 简化 公式 (4. 5. 15) 的 记号 ,四方 便 的 是 写成 
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CANO := Chx TCD CD 一 DAES 
(4.5. 169) 


这 个 序列 定义 一 个 线性 样 条 算 子 


(GDH) = DI MDOE D sec 
mon (4.5.17) 
EMA C-CORDFPBRHRATE 85%。 我 们 必须 强调 指出 ,因为 
A= (43) 是 一 个 有 限 序列 ,所 以 每 个 (4 只 依赖 于 IODE j= 
的 一 个 令 域 的 值 , 关 且 这 个 邻 域 与 5 无关。 换血 话 说 ,9, 是 定义 在 
上 的 一 个 * 有 界 红 性 局 部 样 杂 算 子 ”. 2 的 重要 性 是 ,对 于 任何 充 
SRY k EE mna TRAE SHR. 的确 ,我 们 有 下 述 结 果 ， 


定理 4.13 Smell 是 任 一 整数 .那么 对 于 每 个 > 了 3， 公式 
(4. 8.17) 所 定义 竟 线 性 算 子 已 满足 
CAPD = p(t), pe my (4.5. 18) 


证 明 S pEa,_,, MAR A U EAA REEN. RELL Ap 是 -- 
Tml OA BR PE, HA, Cp (二 90D ,其 中 y 是 
EAEN 


gi) = SOAP pr — 5) 


= 


WE FEJEZ RNA 
(QP) = DAD DN (G — i+ D (4. 5. 19) 


并 且 便 用 符号 记号 ,由 545. 14) 与 (4.5. 141) 得 到 


(Op) = (Ap), (4. 5, 20) 
+ 139- 


二 {1 一 十 二 DPN, 

= (1+ D)++-+4 PNP 

一 (二 Bi + Pl ~ DP 
= (1 一 PHYP 


Et? EOU RS. BE, BARC. 5. 11) 与 (4. 5.9) 可 想到 ， 
DBRS WBS, we 


了 


d, = a NAS — D, jEZ 521 


APA Dt Sd AC HAS. A. FRAEZ, 


TE 


7 DÉ 


NaC > DN 


Cd? x PLD DD 


= Dd pD (4. 5.22) 
= (= NAGID NaF DEUH D 
aa no y o 
Fp t)) NaC — GD 
x @U+ ZD + pe [FD 
[mad m 
=- DING ~ DDU D 2O H d] 
j=l 


其 中 [zj 表示 不 超过 的 最 大 整数 ,并 且 使 用 了 性 质 
DING Ale 公式 (4. 5. 22) 的 重要 性 是 , 14) 与 {7(j) ;的 卷 积 


可 写成 ?() 的 二 阶 中 心 差分 的 一 种 < 有限) 线性 组 合 。 因 此 ,六 + 
«140. 


是 {P07 的 26 十 17 阶 差分 的 一 种 (有 限 ? 线 性 组 合 的 符号 ,所 以 
HFE pEr o RGA 


m—3 
2 


DHË = 0, k> (4. 5. 23) 


把 公式 (4.5. 23) 代 入 公式 (4.5.20) ,我 们 得 到 


(QD ED = OE Zk > 于 了 Cm, 
Cd. 5. 249) 


iL AARC. 5. 19) 中 的 Ap 是 一 个 nl 次 多 项 式 序 列 , 由 
定理 4. 12 得 到 (CQz)(zr) 是 a. PHOT SHR. 因此 ,公式 
(4.5. 18) 用 公式 (4. 5. 24) 可 直接 得 到 。 o 
例子 4. 14 HTF m=i RTT UAE =, FE RERBIK 
样 条 算 子 M 


ma 


(QD =>) St D+ FO 


f=—a: 


— fd— ING + 2--D (4.5.25) 
给 出 。 根 据 定理 4 13, 我 们 有 
CQD CE) = plr), ple) = i,e er" 
证 明 由 (4.5.14) 和 (4. 5. 11,488] 1, = 2-H, RL 
AV = 2d), —N (2+ 7) 


因为 N62) 二 "入 1(1) 二 NC3) 二 证, 并 且 , 对 于 所 有 其 它 的 整数 
NCD 二 0, 由 公式 (4.5.16) 我 们 有 


a ldi. 


AD OD STA IG) 


J 


1 2 rN rr 
== zU +D + pPI 一 于 AU 一 也 


这 就 证 明了 公式 (4. 5. 25), o 
算 子 o RAMA AT. E-k. RIRA FEEN. 
ER t Tiie RIES BFS a] 


GUR) = {f © CUR): sup, Hf) | <9} 
(4, 5. 26) 


EM 4.15 映射 C,{ 太 ) 到 基数 祥 条 室 间 5, 的 一 个 有 界线 性 前 子 
名 称 汶 一 今 拟 权 值 工 子 ,如 果 一 方面 ,对 所 有 的 ?El 在 
OM Er 一 pr 的 训 义 上 , 它 保 持 mu -中 所 有 多 项 式 , 另 一 方面 ， 
在 一 个 紧 集 了 存在 的 意义 上 , 乞 是 局 部 的 ,使 对 于 任 一 了 EC 与 
1ER, (opts) 只 依赖 于 在 


dr dg~- rt yE J} (4.5.27) 


PAT yah Cy)。 
附注 ”证 前 而 定 关 中, 当 定 义 名 是 在 G(R) 上 的 一 个 有 界线 性 算 
子 时 .无 络 考虑 的 只 是 国 数 值 数据 .为 了 处 理 某 些 导数 值 组 成 的 数 
据 , 我 们 必须 考虑 光 请 函数 的 一 个 相应 子 类 ,如 某 个 “Sobolev 空 
间 ”, 上 的 有 界线 性 算 子 。 

TEM 13 P, HARER I MRAR T Q 的 一 个 序列 ,这 
个 序列 的 局 部 支撑 J 在 大 小 方面 随 * 的 增 太 而 增长 。 必 须 指出 ， 
在 这 里 不 作 深 入 细节 的 讨论 ;但 {8;} 实 际 上 收 傅 二 基数 样 条 插值 
AT 9.,1 对 于 任 一 了 EC, 通 过 插值 性 质 


(@ DNOS LE Z C4. 5. 28) 
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唯一 地 确定 { 见 下 节 对 于 基数 祥 条 插值 的 讨论 )。 研 究 拟 插值 算 子 
的 理由 是 ,它们 为 构造 基数 样 条 琐 近 提供 了 简单 和 计算 上 有 有效 的 
方法 TIX PG UB Rie BA BA m BY EE et. 
可 达到 m BB eT. eh. —-P ae AS ey A Sa SE 
At CBRE EAR ORAE ST BE AY. 

AT & A Madi FFE AE RA ER RT 
Be ah Be He Bil HEB RR ee “ER SP ROE CD 2 = bk E22) A BF 
“7 RAP BRK EAD s= 2) .kE ZZ). HE POR P eR, 
我 们 在 一 个 高 分 辨 样 条 空间 Rb Be eR k= 2? 
- RE). 通常 ,我 们 可 以 考 卉 任何 小 的 比例 套数 >0, 并 且 借 助 于 
的 mm 深 方 量度 逼近 阶 . 即 OO) ,这 个 意思 是 ; 当 数 据 样本 表示 一 
个 充分 光 光 的 函数 时 , 误 益 阶 用 和 6r 时 的 六 的 一 个 常数 倍 约 
东 。 我 们 使 用 记号 


(sf Ca) :一 ra) (4. 3. 29) 
来 描述 比例 换算 过 程 。 于 是 ,定义 4.15 中 描述 的 任 -- 拟 插值 算 子 
8, 使 用 比例 换算 的 构成 和 拟 插值 ,就 得 出 一 个 “逼近 公式 ”, 即 

= Qe Ss (4. 5. 30) 


定理 4.16 AoA CRIN S, ESAN KR A 
RPHE-ER. HOKE K GOE-FR, PAMPER 
FEC RIN C2), FE RRR T fe KAGE EER Ch 


max | (Of — foe) | < ch" (4.5. 31) 


Mt PAAR a AO 成立 ， 
证 明 由 名 的 主义 ,容易 看 出 gp 一 ?对 于 所 有 pE na, WALE 
Pel =le] k#>o, > 
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p:= m + max|z| 
EJ 


并 且 假 定 
max | (Qs = Pa| = Of NG |, m EK 


因此 
max | (O"f = fo |=. max ， [CPF — Pa| 


Ek 
pl 


FEA 8 和 Na 的 局 部 性 质 , 有 


max | Cf — f) C2) | 
ree ` 
= max (OS — P + @— DIG| 


x, 1 


< max, 上 Co — ped |A+ eld 
其 中 ?是 在 x, 中 的 任 一 多 项 式 。 注 意 ,7Ecr 9) 和 中 是 包含 
xy © KAY---S ESP Aa RE Of E r A Cm — DIR Taylor 多 项 式 是 
LUA PH SHR z, 我 们 得 到 公式 54.5,.317 而 有 


c = Ê sup | P| 
mi reo 


HO BS KPE- FR iE S HAA OF, © 
为 了 给 出 一 个 更 一 般 的 构造 拟 揪 值 公式 的 方法 ,我 们 回 到 定 
理 4. 13, 其 中 公式 (4.5.17) 定 义 的 名 是 用 有 限 序 列 A= SR 
据 序列 {的 卷 积 确定 。 令 + 是 固定 的 并 且 考 看 用 
fi CAPD) = Dar 7p 


J 


E MAU AT RARE BS A. OE A ER EZ, E O HE 
» [445 


ste eee 


为 以 点 表示 的 变量 的 函数 ,显然 
AFCA D = LADO = Saye re — j) 


pi 
ERER ssh 5 17) 在 C EATA a 确 
定 , 即 


CO.) = Dae FCO + DNC + 5 一 门 
(4.5, 323 


AT RO IATA APR ee a RATE C 上 的 一 族 有 界线 
PEZAR ALE ZARE a. 例如, 我们 试 着 在 公式 (4. 5. 32) 中 用 
AFC HORE AIC +O, 即 , 我 们 感 兴趣 的 是 ,研究 族 { 多 } 司 由 


CO x) 一 > MOC DN z -D 
(4.5. 33) 


定义 的 线性 样 条 算 子 O 2 -PR THB. AW 是 一 
个 有 界 算 子 ,假定 这 些 线性 汉 函 的 范 数 | * | 满足 


其 十 了 


sup >) | a] < c (4.5. 84) 
é inj 


mee. lin, mA} ARR AZAR. 5. 34) 肯 定 满 
E. Fm. PREKE AFI ~ 般 的 ES EE. 
AAEE EA TERRA RARE BEARER 
考虑 形式 为 


XH) = D Pfa p (4.5. 35) 

的 那些 ,其 中 ten) E22, BA PRPS), EE Ri eA 

撑 的 并 是 一 个 有 限 集 ,那么 O BAA AER, 此 外 ,这 个 性 质 肯 
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JE A AE. RA SE O° 实现 上 月 生成 ? 
为 得 到 这 个 性 质 , 关 于 2 的 -一 个 很 简单 的 假定 是 要 求 每 个 满足 
Ap = A pe PE Fu 《4. 5. 36) 


注意 .公式 (4. 5. 35) 可 以 困 一 个 包括 导数 数据 信息 的 更 飞 般 公式 
代替 ,如 果 我 们 乐于 考虑 在 相 散 的 可 微 函 数 子 空间 上 的 有 界线 性 


” 算 子 


我 们 用 一 个 例 闻 结 来 本 节 , 以 恒 证 明 用 允许 名 于 一 个 入 实现 
自由 度 的 有 效 性 。 i 
GIF 4.17 ERARA. 5 DPM REET &@ 的 任何 一 个 都 
需要 对 于 所 有 !€ 加 ,了 (DD 的 数据 信息 。 我们 已 经 在 例子 4. 14 中 用 
公式 表示 了 三 次 祥 条 算 子 名 ,其 中 


as =— hs 十 = £0) r= WD 


我 们 推导 个 只 需 可 数据 信息 SCO (CZ. KRAMER 
FQ 
解 ”考虑 两 个 有 界线 性 兴国 六 H A CES 
(Arie DPCP 
i (4, 5. 37) 
LaS = D gP + 1) 
i 
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g (4.5. 38) 
PSOH UA O 1) = DPO + 20) 


J 


pr e+ 2D = DPO + 2D 


因此 ,在 拟 插值 会 式 
CO = DIKTO- ONG + 2 — k) (4.5. 399 
= PED + 20 IN a — 26+ 2) 
= SES; + 2D IN (æ — 2- 3) 
中 只 需要 在 了 上 的 数据 是 f(20 ,LE ZZ, HRA (oP) Fe?) 


用 公式 (4. 5 36)。 首先 , 必须 计算 m REP pC) =, 
nO, 3, jt HE {A HE 


CA dee st py) = C160, — 470) 
因此 ;为 满足 公式 (4. 5. 36) ,必须 解 两 个 线性 方程 组 ,= 


Ze = j SS) 25e,'? = (0 
ye | j (4.5. 40) 
Dap” 一 -_- 3 PACO — 0 
2 2 
和 


> 
| c: = 1 97+] D 一 0 
[之 ’ 2 FE Ve; 
Se HD? =- BHD P= 0 
7 (4.5. 413 
147 = 


然 , 这 个 方程 组 没有 唯 -- 解 ,但 是 具有 最 小 支撑 的 公式 (4 5. 40) 
BCL 5. 4145 428 


26 1 
c= pD =e = — og: ae 一 0， 
对 于 “上 天 一 1 0 1 (4. 5. 42) 
和 
; 7 
coe fy of 
€ © 12? 
2 , 1 
ce — e” = — y3; 
g? = 0, 对 于 /上 天 一 2,—1,0,1 (4.5.48) 
给 出 。 这 些 解 就 是 公式 (4. 5. 39) 中 的 系数 。 © 


1.6 样 条 插值 公式 的 构造 

构造 在 前 节 中 引入 的 通 近 会 趟 的 一 盘 方 法 通常 不 产生 播 值 离 
获 教 据 的 样 条 函数 .为 了 构造 一 个 样 条 插值 算 子 ,很 重要 的 是 要 求 
算 子 至 少 再 产生 直到 某 个 适当 次 数 的 多 项 式 。 这 个 要 求 不 仅 有 有一 
于 达到 一 个 尚好 的 逼近 阶 ,而 且 对 保持 已 知 数据 的 某 种 形状 也 是 
关键 的 。 毕 况 , 播 值 一 个 常数 数据 的 集 , 人 们 期 望 使 用 一 条 (水 平 ) 
ER. 

首先 给 出 公式 (4. 5. 8) P3 AR SR A — 
ATIE: IHT i, BARER PR MER ee S AE 但 是 相 
应 的 样 菏 播 值 算 子 不 是 局 部 的 。 这 就 限制 了 它 斑 用 地 许多 工程 问 
题 ,如 实时 (或 实 直 线 上 ) 数 据 插值 .本 节 的 主要 目的 是 引入 产生 拟 
插值 算 子 一 种 构造 方法 ,而 这 个 拟 插 值 算 子 其 有 附加 的 插值 性 质 ，。 

我 们 讨论 的 中 心 是 攀 造 插值 数据 4@.9 的 所 亩 “基本 样 茶 ”, 如 
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果 有 一 个 基本 样 条 在 手 式 ,一 个 播 值 算 子 可 以 容易 地 通过 使 用 任 
一 给 出 的 数据 序列 作为 由 基本 样 条 的 整数 平移 形成 的 样 芭 级 数 的 
系数 序列 得 到 。 

首先 研究 具有 数据 序列 (小 的 公式 (4.5. 8) 所 投 述 的 基数 样 
条 插值 问题 。 对 于 {co."} 解 双 无 限 方 程 组 


> Na +i k) =ó’ JEZ 61) 


k= — e 


我 们 有 一 个 m BRE AS ROE oR PB” 


Lal) = > Na + 5 ~— k) C4. 6. 2) 
上 一 
正 像 公式 (4. 6. 1) 纵 出 的 ; 它 具 有 插值 性 质 
LCS} = 8) (4.6.3) 


与 基数 8- 样 条 N 具有 紧 支 撑 形 成 对 照 ,将 看 到 ,对 于 每 个 mas, 
系数 序列 {om } 不 是 有 限 的 ,所 以 基本 基数 样 条 OL, 在 任何 紧 集 的 
外 边 不 恒 为 零 。 因 此 , 当 它 应 用 于 插值 ~ 个 给 定 的 数据 序列 {7,} 
时 ,其 中 对 于 某 个 了 EC, 了 一 了 07), 必须 注意 无 限 样 条 级 数 


PD E DD) SL — #) (4.6.4) 
的 监 伊 性 。 对 好 ,正如 我 们 马上 看 到 的 那样 , 当 b> Hoff, fe") LE 
指数 快速 地 衰减 到 零 。 这 推出 ,基本 基数 磁 条 函数 L.(z) 随 
x 二 co 也 以 同样 速度 衰减 到 零 。 这 样 ,如 果 {f(£)}) 至 儿 是 多项式 
增长 的 ,那么 公式 {4.5 4 的 样 条 级 数 肯 定 在 每 个 IER ARH 
且 由 于 播 值 性 质 公 式 (4.6. 3) ,我 们 有 


aS O NEDD SO, jez (4. 6.5) 
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即 , 播 值 样 条 算 子 7 给 出 了 在 每 个 5=j,jE 衬 ;插值 已 知 的 数据 
BRL FO — EE RTS 
JT OF FEE ae EOE FR a) DRRR RR BOER 


值 New( 了 十 电 给 出 的 线性 方程 组 (4. 6.1), REARS 9} 中 ,我 
MBAs 


N,(2) = DN 2 
k 


并 且 注 意 .这 个 对 称 的 Laurent SWAER AE HE 
Ea) t= Gr -— Vy pk C2) (4. 6. 6) 


转换 为 具有 整数 系数 的 一 个 代数 多 项 式 。 其 中 ,如 前 所 述 ,[7] 表 示 
不 超过 z 的 最 大 整数 . 这 个 记号 推广 了 从 侦 阶 基数 8- 样 杀 到 任意 
阶 Euler-Frobenius 多 项 式 的 定义 。( 见 公式 (4. 2. 18) ,更 详细 的 和 
一 般 性 见 下 两 章 .} 对 于 我 们 目前 的 应 用 来 说 ,公式 (4. G R 
Euler-Frobenius HA Fa 的 最 重要 性 质 是 ,在 单位 贺 |z|==1 F 
它 不 为 零 (更 一 般 的 销 果 见 下 章 中 的 定理 5. 10)。 由 此 得 到 对 于 所 
A z=e”, oE R, N (2) 40 Me. WME AEA. 5. 10) 中 一 
祥 ,线性 方程 级 (4.6. DAEB SH 


CC2) = go (4.6.7) 


其 中 Code er EAS. ERD SP PK. A BY bm oO 
HFA (es? RARER FE BER RE <1 F de 
单位 图 |zi 二 1 的 Eu SK ADAH. 

应 用 Poisson 求 和 公式 (2.5.8), 还 可 以 写 出 


Ni) 一 >> CN, C+ Se + nk), z= e” 


b= oo 


(4. 6.8) 
«= 160+ 


Rp RL. 十 他) 表示 Na (a+ 7}) A Fourier 变换 ,并 且 公式 
(4. 6. 8) 中 的 这 个 Fourier BHR ot Zak HHH. AM RAR 
(4, 6. 2) 79 018) Fourier 变换 ,并 县 应 用 公式 (4.6.7) 与 人 4. 6.8) ,我 
们 有 基本 基数 样 条 函数 (的 Fourier 变换 ?的 两 个 公式 , 即 


ERES SD 


T7 x ny 
Nie ten 


L, Co) = 


(Ñ+ za) 


zi ` (4.6.9) 

2 C+ Fo + 27k) 

这 两 个 公式 的 每 一 个 部 能 名 使 用 于 计算 Lale) 

例子 4.18 确定 三 次 基本 基数 样 条 ula). 

解 ” 使 用 公式 (4. 2. 15) 中 措 述 的 递 推算 法 ,可 求 得 Nik) ,hE 如 

HIRE: 
END, ACD, NGD} = (Ee 


正如 已 经 在 公式 5. 3. 15) 中 看 到 的 那样 。 因 此 ,相应 的 Euer- 
Frobenius 26 150 H 


E2) =} + 4z -H z 
=(2+2—-V¥3)G+2+/3) 
给 出 。 结 果 , 有 


; o {4 — 1) pT Pe 
Cies E.G 


(4. 6. 10) 
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Bz 
(zi2~ Vai+2- V3) 
一 n 6 
c—24+/3)-(-2-V3) 
ye (ek 3 一 2 一 VS 
2 一 V3 z+2+V3 


V 3K> 24 VI) 
x= 0 


> 


| 


+E 2 ~ of 3d) 


asd 


= V3 Sic 24 Vane 


= he 


SP LA FR Sl (es) FB 


ca 一 (DIV3a2 Va, LER 
(4.6. 113 


给 出 。 这 就 得 到 了 三 次 基本 基数 样 条 


LEO = SY V3 DN a H2 E) 
7 (4.6. 12) 
注意 ,由 于 supo. +2—-4) =fk-2.564-21,L DERN ESE 


O ~ V3"), 42> k ot (46.13) 
性 


至 于 计算 公式 (4. 6 OPERZE J.f, 与 其 直接 做 ,还 不 
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姐 对 于 大 的 上 值 ,用 8.f Bit Lf PAR. REOARESH 
《4. 5.17) 中 引入 的 氢 插 值 算 子 .为 了 分 析 产 生 的 误差 ,我 们 首先 运 
HAHAU. 5.11) 与 <4. 5.21) ,并 研究 


| Od} x oe a} D | 
| 


gn ， | 
eee (4.6.14) 


其 中 
Pa = 1 — min 和 Ce) (4.6. 15) 


tt, Hit BAK 4. 5. 20) 缩 短 论 证 ,对 于 每 个 Le aA 
PE neo 


QF JAF | 

(QF — fC} 

= |Q- POC) — F- PM] 

= {dp xc x — PCP} | 


4+1 


<r? max] fC) — p07) | 
ge 


Il 


这 就 给 出 


| COs — Ja DD] ca rt dist fs An)» LE I 
(4. 6. 16) 
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其 中 
diste lf, m) := min max! f(z} — pik) | 


pea | tee 


例子 4.19 FI OPO SR RAC w= 4) (J (0)， 
:和 之 :之 间 的 误差 。 


he 容易 看 到 
Rt tw e+ 4dte" 2 二 cow 
Nile") = 6 一 
这 就 得 到 
n= minc? T coso) — 2 


国 此 ,根据 公式 (4.6. 16), 


| Bf- ADO, S (EO Misty CPt) l EZ 
(4.6. 17) 
MN RR SOE PASM AERE 
dist fsm) << disti Cf.) 
于 是 由 公式 (4.6. 17) 得 到 
sp) CRS = TP OF < (upi) + mE 4G 
o 


HRE 8f RE JLI 时 , 昌 然 公式 (6 46) 给 出 一 个 良好 
的 估计 ,但 通常 不 具有 精确 的 插值 .然而 ,选择 OLS 而 不 是 选择 AS 
的 原因 是 拟 插 值 算 子 的 局 部 性 质 使 它 能 使 用 于 实时 的 和 永 用 。 如果 
我 们 -~- 定 要 求 精确 插值 ,那么 为 得 到 一 个 局 部 插值 公式 的 一 种 方 
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法 是 使 用 在 一 个 比较 细 的 网 格 . 上 的 一 个 样 条 空间 ,如 对 于 某 个 
Poy S/S se Sss ERAT AEA Z hI m BR 
样 条 空间 , 像 在 41 节 中 所 讨论 的 }。 例 如 ,为 了 插值 一 个 已 知 数 
EFFI JEZ) ,很 明显 ,如果 

da :二 FEA logom 一 1 的 最 小 整数 (4. 6. 18) 


那么 EREEREER 


én(1) :一 yaY HPD 8.19 
满足 要 求 
Ej) S= ia JEZ (4.6. 20) 
因此 , 样 条 算 子 


(Ra :一 DS) FUE, — BD (4,6. 21) 


k= 一 co 


既是 局 部 的 ,又 是 插值 的 。 不幸 的 是 ,Ruf 是 了 的 一 个 很 差 的 表示 ， 
因为 就 是 常数 数据 函数 也 不 复原 。 馈 如 , 当 使 用 三 次 梯 条 时 ,我 们 
有 机 一 和 


EG) 一 Š N, (2 +2 (A. 6. 22) 
neisa 2 3y =l 
RDG? = zNa) 十 zNa) 一 了 
而 不 是 1。 


现在 我 们 有 两 个 局 部 方法 ;如 上 节 研 究 过 的 构造 拟 插 算 子 8 
的 方法 和 局 部 插值 公式 (4. 5.21) 方 法。 第 一 种 方法 复原 在 相应 的 
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样 条 室 间 中 的 所 有 多 项 式 , 困 此 提供 最 忧 逻 近 阶 5 砚 定 理 4. 16); 
而 第 二 种 方法 提供 了 一 种 播 值 样 条 。 为 构造 一 种 有 界线 竹 局 部 算 
FP RRR ORS APACER. RRS OR, 的 播 值 性 质 , 我 们 考 
EPE Re ST: 

P i= R, + @— RQ (4. 6. 23) 
HA gE R 都 是 在 C 上 的 有 和 界线 性 局 部 算 子 ;所 以 PP 是 在 CC 上 
的 有 界线 性 局 部 算 了 。 现 在 .对 于 在 何 z*E 介 及 pzEz HSE 
(On) Cr) 二 p(z) ,我 们 有 


(Pp) (2) = (RPD GO + (Opt) — (RQ Cx) 
= (RaP C) + pl) — (RaP) Cr) 
= p(xY 


MH PERR moa 中 的 所 有 元 素 。 另 一 方面 ,对 于 和 任何 了 Eee 


CPA C= CRD + CNC — CR CONIC) 
= FD CNG — CNG = f) 


因此 ,确实 已 经 证 明了 ,P 是 在 到 上 插值 的 拟 插 值 算 子 。 两 个 重点 
TR OER :首先 ,因为 我 们 对 数据 PC) EZ. RR. 
所 以 局 部 算 子 P 就 只 依赖 于 这 个 数据 集 , 而 不 依 束 于 其 它 的 数 
据 。 这 对 于 公式 (4.6.21) 中 的 束 当然 是 正确 的 ,但 是 拟 播 值 算 子 
也 必须 具有 这 个 性 质 。 地 好 ; 正 像 在 .上 节 引 入 的 ,通过 施加 条 件 
公式 (4. 5. 36) 来 确定 线性 泛 函 公式 (4.5.33) 中 O° 的 通用 公式 能 
用 于 改变 数据 集 。 其 次 ,因为 总 .的 值 域 是 样 条 空间 se ,我 们 还 应 
该 把 O= 2° 的 值 域 限 制 到 S%*。 因 此 ,我 们 建立 了 下 述 结果 。 

定理 4.20 40 2M RAE BF Ci), JEZ ECR) 4 HOAR) 
到 Bie AGG — PME. 如果 PR AMARC 6.21) 给 出 的 ， 
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ARB Ae ACL G23) PMS PAPER PCD, 
JEEZ, hid Se A GORJE áh Adadi E TRA A MM eR 


Pf PC =0, LEZ 


“4 ESOT PORES a EE 4=2 2( 对 于 任 - - 
同 定 的 正常 数 # 与 天 的 正 整数 ORME SAAT 


P = soe Posi, kD (4. 6. 23) 
以 便 处 理 田 外 的 数据 序列 
FTD, LEZ (4, 6. 25) 


并 达到 最 优 的 逼近 阶 OC) ( 见 定 理 4. 18)。 通 过 提供 三 次 样 条 插 
值 和 拟 播 值 算 子 的 - ER 

例子 4.21 鬼 造 -个 启 部 三 次 样 条 插值 算 子 由 使 只 依赖 于 数据 
MFG) FEL HARI AK BM. 

解 ” 在 例子 4.17 中 月 1/2 换算 公式 (4. 5. 39) Ea A AT 
@' .我们 得 到 拟 插值 公式 


{OY Ca) = xi Se PSO L DIN, (22 2 2) 
i 了 
+ SD + DIMO — U> 3d 
‘ 7 
(4.4. 263 


RE m 4 AIC He} oP RAR. 5. 42) 和 
(4.5.43) i. AYA eH MAKE 2M AAR 
(4.6. 21957 (4.6. 22) 给 出 的 RR, A 


“~~ 


(PING) = >) SNe + 2 — 2) + NG) 
(3 
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- >, HEPI + DN, Ck — 21+ 2) 
7 a 
+ Sel 6G + ON Ok = AT 3)} 
x NOx + 2 — 2h) (4. 6. 27) 
= 5E PFG + DIN Ce + 2— CE WD) 


t j 
=. 3 i 

+ {af 一 之 qe GG +A 
+ G ER ADDN x + 2 — 2h) 

= DS eta Fd 十 2 一 D 


其 中 
29 
J4 tte = 0 
T 
-1 对 二 土 2 
n+ 8 (4. 6. 28) 
| 1 
-= 78 对 站 一 士 3 
L 对 下 一 七 4 
48 
0 其 它 


注意 ,为 确定 盐 数 B- 样 条 级 数 
(Ppa) = YPN C +2 D 46.20 
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我 们 可 简单 地 应 用 MA 公式 


iti 
wf = D nn PTO (4. 5. 30) 

a=i— d 
FEB Fn) | oh AHR FSA OD iit a EAE EN F 2e) = fa) 
H FOatl=0, EZ AC 3. 1D), e 
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第 五 章 ” 斥 度 项 数 与 小 波 


任何 多 小 恋 (或 简称 为 小 波 ? 把 Hilbert 空间 CIR) BB AB at 
解 成 册子 空间 CZ eM ERP EGA TE 
iW, 是 函数 集合 


4 
HER ESKER TE (区) 中 的 当 包 。 因 此 ,相应 的 子 空间 


Po tee 十 Wz 一 Wina j © Zz 


形成 7 CRD Pe a -- EP ETE BY IR 
FE BAAD THe RE Ss AY 0) 

这 个 观察 对 于 构造 小 波 # RIAA TS SP 
一 种 很 有 用 技术 的 引入 , 即 : 生 成 空间 FE ZZ TET OR BE 
数 " 存 在 性 的 调查 和 结构 的 研究 ,这 个 函数 的 生成 r A ERE 
WW, FEZ. WAAR. FAA BX 


bz —k), REZ 


的 集 形成 的 一 个 Riesz( 或 无 约束 ) 基 ;因此 ,# 生 成 LIRA — 

A SBT BT COMRADE). AOE PC 所 以 存在 一 个 唯一 序 

pel EYBAR- ,上 EY, 的 关系 式 ; 并 且 4# 的 结 

构 由 这 个 “两 尺度 序列 *{1z 控制。 例如 ,一 个 有 限 两 尺度 序列 表征 

具有 紧 支 撑 的 -一 个 尺度 函数 ,在 这 方面 ;如果 这 个 有 限 序列 的 长 基 
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最 短 的 ,6 就 具有 最 小 支撑 ， 

将 会 在 到 .在 选取 相应 的 小 波及 其 对 偶 囊 时 ,有 相当 多 的 
自由 .而 本 这 的 号 一 月 的 基 要 研究 (在 .= 了 十 WV,,j€E 如 .意义 
上 ) 补 空 避 W, 的 线 构 ,以 及 描述 这 种 自由 的 建立 路 与 六， 关系 
式 的 相应 的 “两 尺度 序列 ”如 果 完 全 地 懂得 了 自由 度 ,就 有 可 能 构 
造 小 波 # 及 其 对 偶 基 以 便 满足 一 定 的 技术 要 求 . CREB AR 
文 的 技术 要 求 叶 ,特别 是 对 工程 帅 ,它们 是 :空间 2° OR) Sr fe A 
OST, A PREZIOA AREE p ER E 
的 重 构 与 分 解 序列 作为 紧 支 撑 的 世 与 站 的 一 个 结果 : 少 与 下 的 对 
称 性 和 反对 称 性 ,除了 这 些 特性 的 研究 外 ,我 们 还 讨论 对 称 小 波 与 
线 福 相位 滤波 之 间 的 关系 ， 


5.1 多分 辨 分 析 
WARE PE YE POR CBRE IRS REE ROR) 
Sy Re Rg ad. (a ABH. O patr) 2? e242 k AN 
W; i= ospe ja RE LL (5.1.4) 
于 是 .这 个 ORAT Se RR a LC 人 RR) 的 ~… 种 直 和 分 解 ;在 这 
HELEH ,每 个 fe 二 (了 及) 有 一 种 唯一 的 分 解 
f@) 二 


【5. 1.2) 
其 中 gEEW,, 对 于 所 有 jE 如 ,并 且 可 写 出 
L'OR) = SW, I= + : Wei HW, | W, | 
JEZ 
(5. 1.33 


Di Rik PS Be OR AR. 4. 39-01.4.5)). EW BOP y 
APE HW) RRR. HP RRA FS SEN BR e 
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GO ATT oO BUEN SP ER LEE 3. 27) 给 出 了 在 第 ;个 信和 频 程 
《或 频带 ?的 局 部 谱 信息 。 在 5,4 节 中 ,我 们 将 再 讨论 这 个 题目 ,使 
MAG. 1. 3) 中 YGR) 的 分 解 ,还 用 


Vim Wi Wp (5. 1.4) 


EAN ORI ASH, JEZ, H — MERER FP .我 们 在 下 面 
RAY} 的 性 质 , 这 些 性 质 是 公式 55. 1. 1), 05. 4.3) 与 (5.1. 和 0 的 
ECN 1.54%). 
引 理 5.1 根据 公式 (5. 1.4) 定 义 章 子 空 间 T, WRA: 
CY FCM 
(2°) clos, ( UW) =L CR) 
(3°) Ob = (0 


(4°) Kak t jem 
(5° FEV FANE. jEZ 
ME, ROE FETE — Ta OE 使 
oC k) ik E ZB} (3.1.5) 


是 具有 Riesz $ A5 RAYE, A]—* Riesz EC MARG.6.799, # 
;使 


i 


02) a= D Alr — k) (5. 1.6) 
由 公式 55.1.4),5. 1.1) 和 上 面 (5") 得 到 ， 对 于 每 个 je 之, 族 
(dnt k E ZZ} 
也 是 和 有 相同 Riesz 界 4 与 下 的 方 的 一 个 Riesz 基 。 作 为 一 个 推 
论 ,空间 户 还 具有 下 述 性 质 ， 
(6°) FEV SEHA EV, jE 


B42 Fl, 8 T Me — PAR 内 我们 总 可 得 出 满足 性 质 
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7 一 (5 的 ORFS aA AREA, 。 所 以 ,这 些 性 质 
可 看 作对 于 一 个 小 波多 在 在 的 必要 条 件 。 我们 将 要 研究 的 方法 
是 ,首先 构造 所 请 的 “尺度 函数 ”$E OR) EER AA TF 
空间 的 一 个 序列 (这 个 序列 也 呵 F,, 在 此 时 这 些 子 空间 不 再 通过 
某 个 #(z) 用 公式 (5. LOE T s EEDA RIA). Ei pe 
说 ,有 下 述 定义 。 
SEM 5.2 一 个 函数 $E ICE) 称 为 一 个 尺度 西数 ,如果 用 
F, i= close, C ha kE A>, JEZ 
(5.1.7) 

RM LORA TEA V PRAT ARAG. 1 OP 12 SD 
MAA KG bah aH C1), (29), (59) 与 (46*)， 并 且 如 果 
{oC + — k) : kE Z) A Fa te —+ Riesz R&R, RHR, RA BRIER 
A PORDAS BD BED HTLV, 1 。 
附注 WR LODER I ORJA MRA (F; 8B 2 MRA 
“YS TA) BR EPL) A ALE GO ED. REDE - 
明 需 要 做 -点 工作 而 不 在 这 里 讨论 。( 见 第 七 章 中 引 理 7. 13 证 明 
中 的 公式 (7.2. 29))。 另 外 , 像 在 (4") 中 一 样 ,引入 补 子 空间 OW, 总 
是 可 能 的 。 然 而 ,我 们 总 假定 这 些 子 空间 对 于 所 有 GC ZZ 是 “始终 
如 一 ”地 被 选择 ,例如 ,如 果 有 ,| RAER WL, EZ, 一 般 
来 说 ;如 果 m AET pE ;一 0 的 公式 55. 1.1) 意 义 上 生成 , 那 
么 ,所 有 其 它 的 子 空间 wW, 采取 用 同一 着 类 们 地 生成 。 总 之 ,在 任 
一 到 (了 及) 的 MRA 的 人 中 ,所 有 的 性 质 人 ?一 (6?) 都 存在 ， 

如 果 5 生 成 -一 个 MRA ,那么 ,因为 6EF 也 属于 VRAD 
(6s! 不 ETZ} 是 访 的 一 个 Riesz 3, RATE PERE — 0 PPB (a) ,这 
个 序列 {p00 描述 尺度 涂 数 4 的 “两 尺度 关系 " 


oz) = >) nor — A (5. 1.8) 


k= oo 
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《对 于 m 阶 基数 5- 祥 茶 的 两 凡 度 关系 ,网 公 式 (4. 8. IC. 3.3). 
(4.3.4) .这 个 序列 {o} 称 为 4 的 “两 尺度 序列"。 相 应 于 这 个 忆 序 
列 , 引 入 记号 


Pe) = PO = ES et (5.1.9) 
这 个 记号 不 同 于 与 公式 (4. 5.9) 中 的 符号 记号 在 于 1/2 的 规范 化 
党 数 用 来 定义 P。 这 个 规范 化 简化 了 恒等式 (5. 上 8) 的 下 述 
Fourier 变换 公式 ， 


do) = POI bC2), g= ee (5. 1.10) 


AR TER P= ?, aR eR ay OA Re. 

为 了 能 够 学 出 OR RE RRO REE AA E UR 
边 的 相 弃 的 小 波 # 与 对 体 小 波多 的 性 质 , 我 们 作出 关于 4 与 其 商 
尺度 序列 的 下 述 假 设 : 


(AL) 6€ LR) 
(A2) Di 6 一生 =1， 几乎 处 处 
(AS) {pe} EF 


CA2) 的 假设 称 为 5 的 “单位 划分 "性 质 , 它 是 为 导出 在 (2*) 中 空 
间 ”的 稠密 性 的 -- 个 标准 (虽然 不 是 必要 的 ) 假 设 。( 见 定理 4 16 
的 证 明 ) .注意 ,每 个 基数 ERR ECA). 正如 定理 2. 2(i) 保 证 
那样 ,假设 (A413 推出 6 是 IR LADERA. EE ,由 推论 2. 27 
和 公式 (2. 5. 11) 中 的 Poisson 求 和 公式 得 到 。(A2) 是 下 述 关于 6 条 
件 的 一 个 推论 : 


(oO) = 1 


A (6.1.11) 
ioak) = 0, OFREZ 


(对 于 mn 阶 基数 BB- 样 条 的 一 个 更 定性 的 描述 见 公式 (4. 5. 5)。) 通 
常 . 因为 g 生 成 办 的 一 个 Riesz 基 。 由 公式 (5. 1.8), 用 规范 化 
ÉD 二 1 ,CA2) 就 得 和 到。 最 后 , (43) 的 假设 保证 ,P=P, 是 一 个 在 单 
GE lz! =i 上 的 连续 函数 , 这 是 一 个 很 弱 的 假设 ,在 应 用 中 , 感 兴 
趣 的 是 有 限 序列 ,使 相应 的 =P, 是 一 个 Lauren 多 项 式 。 这 个 进 
一 步 的 假设 在 下 节 中 讨论 。 

由 PSP, Tis el 上 的 连续 性 和 公式 (5. 1. 11) 中 的 第 一 个 条 
件 SF A RASA. 1.10), 有 


PO) = > Sn = 1 《5.1. 12) 
k 


-Ari s h TS FRB a O — EE Z) E ra AP Riesz HE if 
AHA. 1. LID POAT AEBS] PGR AE 


1 
PC- 1) oa Dh- 0 (5.9.13) 


的 确 ,根据 定理 3. 24 和 % 的 连续 性 ,我 们 有 
Dle + D (> A>, zER 


FU. oC H DOn A0 RAFET aE zZ 威 立 , 因 此 ,公式 
(5.1. 10) 的 两 边 在 o= 2¢2ko+ Ds 计算 就 得 到 公式 (5. 1.13), 4 
SR e705. 1. 12) SFOS. 1. 13) 的 一 个 等 价 的 叙述 是 


= . 
> Pas = > Pur. = 1 (5. 1. 14) 
+ + 


作为 8 的 连续 性 和 条 件 $‘0) 一 1 的 另 一 个 推论 我 们 注意 到 , 通 
过 反复 应 用 公式 (5, 1. 10), 当 roof} 
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do) 一 (TJ pce) g aC <)> Te 
t=} 
(5, 1, 15) 
RE RARER RM, 在 讨论 下 述 例 了 以后， 再 返回 到 收敛 的 论 
证 。 
例子 5.3 对 于 m 阶 基数 BR NA 
1+24., 


P(z) = Py (2) = (3) (5. 1. 16) 
WLC4. 3. 3) BFL 
一 加 
He HY 
k=l k=l 
和 十 er Te 
= { * —>™ 
U 2 1 — ee? 
eit?! =! 
= IT 二: Er) 


— e 
1 1— ~ 1—e™ 1 —e 
ame 1 — pete 1 — pl? 1 一 pn vert” 


e* 


y” 


1 le a AE 


= ga 一 eit iw 


当 wo 时 ,这 个 极限 与 公式 (3.2. 16) 中 AOAR © 
由 于 前 面 祥 条 的 例子 ,把 注意 力 集中 到 用 


=l scl tang 
P(z) = 7 uP 一 人 yO SG) (5.1. 17) 


给 出 的 控制 序列 eR BE BB, AF ON 是 某 个 正 整 数 ,501) 
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一 上 并 如 Sa 在 单位 加 1z| 二 1 上 充分 光 请 。 
ELSA 一 个 形 如 公式 (5. 1. 17) 49 Laurent AAA PE 
ARAA T” RS ARR TE g HARD LP 
EE 
G) SC1)=1 
(i) 作为 各 的 一 个 通 数 , 像 公式 [2.4 230-8 SCCM) 
L” (0,20) 4k. A TR, Oa, Bye OAR 
OG Br 43. 
对 于 像 公 起 (5.1. 17) 中 具有 因子 & 的 任 一 容许 两 斥 度 符号 
P, 518 A 


i 
| . = Či :— yg iar? 
|B = BOS) sup | IIs Ce") | 
| 1 (5, 1. 18) 
“ho hh. :一 一 - = . 
K 5,08) 7 8B jing 
定义 的 界 B= BCS) 45 b= 8,08), 
fea FB RAR. 
定理 5.5 今 严 是 形 如 公式 (1.17) 的 一 个 容许 两 尺度 符号 , 那 
A BRR 


gw) = J [ Pte?) (5. 1. 19) 


k=] 


IL-f shah BATES EM Gs 而 且 , 对 于 每 个 正 整 数 Ros A HE 
某 个 正常 数 C, RAR BH 9 满足 


Igo) | SEL + lo)", we ER (5.1.20) 
RP o, ADAG LIDE, ARR RAER n BON 


—L BLA RA PR RE POR) RI—7, 30) =1, H LAA 
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REKXA BRAG. 1.10, 
证 明 OE FE WE oA SCI = 1 并 且 Sle AGL CO, 20d 
连续 模 是 OG PBA .0<Caxtl RITA 


` [p a 
n= sem} = of el 


因此 ,因为 PC lo |°/2")<co A 
K ， E 

Jf [Ste ™* 》 | = exp{ Sin] 1 一 《1 一 . Ste”? > \ 

k ta 


=! 


x a 
= exp(OC > a } (5.1.21) 


由 此 得 到 ,无 穷 乘积 
[sce 
a-1 


是 收 敏 的 。 所 以 ,由 例子 5. 3, ARG 1. 19) Ay AC SF eB F 
Tokat. l 
为 建立 公式 (5. 1. 20H hit, PIER A AT 5. 3, 有 


x 


CO jo” 


(5. 1. 22) 


BK OS THEN o A A-A E 2 E, (6 T'e] 
+ |e|s2", -7u WAX APA ken Alor al, bee 
出 


= 168.» 


| Tps oe 

上 
Heb a5 a FO, AI. 5 œ cree ASKS. 1. 22), 可 得 出 
结论 


如 


laa | SMA + [wl "PT seo" 5.123) 
k=1 
另 一 方面 ,使 用 公式 (5.1. 18) AE AE EB, 和 所 存 
TRAY ro RIIE 


[Tise] =T ise” TI [SeT] 


=s tl 


TI [SeT | (5. 1. 24) 


k=l +1 
b 
i=] 
~i ag i fn 
EO, BY < C", Bue 


Al 为 
n — 1 < log + loD <n 
让 此 得 到 


lag, TD 


Bie om Be =o", (1+ lol)” 


因此 , 记 C, 一 OM CC 那么 公式 (5.1.20) 中 的 论断 是 公式 
(5. 1. 22) 与 (5. 1. 24) 的 一 个 推论 。 
如 果 上 < N 一 洒 , 那 么 由 公式 (5.1. 20) ,看 到 9E OR) ;并且 
用 定理 2. 17 中 建立 的 Fourier PRA LOR) SBF ES 
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gE LR). g=o, 另外 ,由 估计 公式 (5.1.21) 与 (5. 1. 22) 4 E 
EO, 所 以 (0) 一 gt0) 二 P(1) 一 1, 并 且 


P(e?) a 
(e Ve (5) 


P(e?) | Jeee 
=l 


I 


[preety 
= pla) 


IX SER T EEKE, ® 
注意 ,前 边 的 定理 没有 给 出 关于 4$ 的 连续 性 和 它 是 否 生 成 Fa 
的 一 个 Riesz 基 的 任何 信息 。 事实 上 ,没有 对 两 尺度 符号 P 施 加 任 
何 附 吉 的 条 件 . 因 为 得 出 关于 尺度 说 数 $ 是 否 生 成 厂 的 -- 个 Riesz 
ZEAE AiG ARE EN ATARI om RPS 
求 {0k 一 科 FE 如) 是 一 个 规范 正 次 族 。 下 面 , 我 们 只 涉及 尺度 
函数 ¢ 的 光滑 性 。 
定理 5.6 在 定理 5.5 的 假设 下 .如果 


j=l} (5.1. 25) 


满足 BLN- PADACS. 119) PAE g 属于 RON 
LOR), MEZIS 5 PEA AA og OIE LUAT 
CUR) ,其 中 及 是 严格 小 于 Nb 1 的 最 大 整数 。 因 此 ,对 于 任 一 
a0, pHa LN h 1.6? aE 

sup sup [ta + A) — 6 (2)| = OC), 2 OF 


Daig cE R 

EM ST 满足 

sup sup|f€a +k} — flz>} = Oly), »—~0* (5.1. 26) 
R 
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Ag Be A HR FOCH=CUR) OR A Lipe hE A POMS AA SH 
K&fEC=CUR) AP m SEEK. SPE Lipa, 0a, 44 Æ 
用 Lip"e 表示。 

定理 5.8 的 证 明 选 一 个 正 整 数 m 使 


O<pPpta<N—-h&—1 


注意 ,根据 8 的 定义 ,有 0<a<l;: 并 且 根据 定理 5.5 中 公式 
(5. 1. 20) ,可 看 到 


C1 + ez do) | SEL + fol?" (5.1.27) 
因此 ,Lebesgue 控制 收敛 定理 允许 在 公式 
dz) = f e Awo 
的 积分 里 边 微 分 已 次 ,得 到 4E CA 
GP Ce) 一 +f Go ja)da (5. 1. 28) 
现在 ,由 估计 


et 2a ec | <min(2, | ke | ) 


<2" hea LRA + fold? 
HAAG. 1. 2799 (5. 1. 28) 一 起 ,得 出 
| Ce + &) — oP (2) | 
< xl © felt lett ~ e|] Bo) [do 
SC, Hry a + fea] DEEN dan 
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其 中 积分 是 有 限 的 ,因为 8 十 a 十 加 之 -~ 1。 因此 ,就 证 明了 
pE Lip’a, eo 


5.2 有限 两 尺度 关系 的 尺度 函数 
本 节 ,我们 把 注意 力 限 制 到 用 有 限 和 描述 的 两 尺度 关系 公式 
《5.1,.8)。 这 个 限制 的 -个 很 重 事 的 结论 是 相应 的 尺度 函数 必定 有 
紧 支 撑 。 因 此 , 像 我 们 将 在 本 节 看 到 的 那样 .对 于 4 3 节 中 基数 
5- 样 条 的 图 形 显示 算法 还 用 于 描绘 任何 在 实时 中 引出 级 数 
f(x) = Dra, ble D 《5. 2. 1) 
的 图 形 , 其 中 $ 是 任 “这 样 的 尺度 函数 。 我们 还 将 研究 产生 同和 多 
分 辨 分 析 的 具有 有 限 两 尺度 关系 的 所 有 尺度 施 数 的 类 ,并 且 研 究 
具有 最 小 文 撑 的 所 有 太 度 函数 类 。 这 在 揭示 正在 研究 中 的 MRA 
的 基本 结构 中 是 重要 的 ,并 且 最 小 支撑 尺度 函数 有 助 于 构造 有 较 
小 支撑 的 小 波 。 很 明显 ,一 个 尺度 函数 $ 及 其 相应 的 小 波多 的 支撑 
越 小 ,月 于 小 波 重 构 算 法 中 的 重 构 序 列 ( 见 (4 G2) Se G 
《更 详细 地 讨论 , 见 本 章 后 边 的 5. 4 节 )， 
令 & 是 用 两 尺度 关系 


x 


ate) = D oe R, php AO 5.2.2) 
bez 


描述 的 尺度 函数 。 当 不 可 能 产生 混 消 时 ,我 们 将 去 掉 下 标 或 上 标 内 
写成 


[ 


i Pe tT De 
iN := N; 


广 意 ,通过 改变 pp Hii. AAR ARE KBR ROK 
(5. 2. 2) 的 形式 。 当 然 , 扩 度 获 数 4 还 必须 相应 地 位 移 。 
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(5.2, 3) 


首先 处 理 公式 (5. 2. 2) 中 N,= 0,1 情况 。 
D 对 于 六 二 0, 根 据 公 式 (5. 1. 12) ,我 们 有 


alr) = 2 pt) 


所 以 ,两 凡 度 符 导 是 Ps) 一 上 并且 公式 (5. 1. 19) 中 对 于 
.所 有 am 无 穷 乘积 是 go) 一 1。 于 是 ,如 果 yg 一 $, 那 么 $ 必 
定 是 :分布 。 
(i> 对 于 N= 1 BRAR 1. 14) ,我 们 有 


pir) = (22) + 6(22 — 1) 


这 个 与 公式 (4. 3. 4 中 一 阶 基数 BF- 样 条 的 两 尺度 关系 
是 相同 的 。 所 以 ,$==N,。 
因此 ,总 是 假定 NS. EPR. TERR RATER 
度 丁 数 &%. 为 此 月 的 ,我 们 只 涉及 处 处 连续 的 尺度 函数 。 在 这 个 附加 
的 假设 下 ,还 能 驶 证明, 对 于 N==2, 两 尺度 关系 必定 用 


2 


给 出 ,这 与 公式 (4. 3. 4) 中 对 于 m2 的 二 阶 基 数 BRAN, 的 两 
尺度 关系 值 等 ,因此 ,4 一 mr 然而 ,对 于 ,之 3, 我 们 将 在 第 七 章 中 
看 到 一 些 很 有 意义 的 变化 。 例 如 , 当 ,==3 时 ,我 们 当然 总 有 两 尺 
度 方程 是 


ote) = $ Aa) + 602 — D 十 去 人 28 2) 2.4) 


N32) =4N, (22) + NaC 2 — 1) (5.2.5) 
十 Š Nz — 2) + TN, (2x ~-— 3) 
WK 8- 样 条 ww 然而 ,有 另外 的 选择 , 即 用 
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3 (22) 十 


ay = LEYS g 3 十 V3 


de(2e 一 1)》 (5.2.6) 


+8223 gos -2)4 1— v3 


Dr 一 3) 


控制 的 Daubechies (AUR Me. XFA EERE BE 
中 给 出 。 这 里 ,我 们 促 指出 公式 (5. 2. 人 中 两 尺度 序列 的 两 个 基本 
的 性 质 。 首 先 , 像 公式 (5. 1.14) 中 要 求 的 那样 ,有 


; — 
Imta = EN EEEE 
J (5.2.7) 
Pr EREN inva, 
i 
第 二 ， 
a 
P(z)= 5 ote (5. 2.8) 
k= 
Lipy | 3 二 Va3。 
— 2 4 4 
3 
4 4 


_ Ee +D +a Vay 
| 2 


REM APRN =H2 A SB ORT 
角 需 项 式 , 有 SC 一 1。 


为 更 好 地 理解 一 个 尺度 函数 &, 对 于 某 个 合适 的 初始 函数 血 ， 
考虑 递 推 方案 
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办 (z) = Spo (22 E, aS 1,2, (5.2.9) 
k 


研究 公式 (5. 2. ÉJ Fourier RMAH CHAR. 110 FBS 
HARG. 1. 15) 中 同 祥 的 过 程 ,我 们 有 


$m) = P(e */?) RES = + (5.2. 10) 
= (Ere) TES 
Ab. WF rE- tRNA REG Ee HE Aa A n OH 


Fourier 变换 在 上 = 是 连续 的 并 且 满 足 物 r0) 一 1, 那么 根据 定理 
5.5, AAG 2. 1 们 的 两 边 对 于 任 一 we IR MPA 


lim A (co) = gw) 


其 中 yy 是 公式 (5.1.19) 中 给 出 的 无 穷 积 。 另外, 如果 两 尺度 符号 PP 
还 满足 5 入 --1, 其 中 5 与 信 分 草 用 公式 (5. 上 25) 和 (5. LIAR 
出 .于 是 ,根据 定理 5.5 与 5.6, 我 们 有 g= 名 其 中 $sE (IR} 由 
LOR) F Lipe, it eci 和 是 满 是 0 过 hp 十 之 N 一 5 一 1 的 
Re ACH RULE 5.7)。 因此 ,在 这 些 茶 件 下 ,一 个 尺 并 六 数 # 能 够 
用 递 推 方案 公式 (5. 2. 引 通过 取 加 的 极限 得 到 。 我们 将 立即 概略 地 
证 明 这 一 结论 。 册 于 前 面 关 于 人 情况 5i 与 GD 的 讨论 ,我 们 看 到 , 对 
于 具有 至 少 三 个 非 零 项 的 两 尺度 序列 ,二 阶 基数 BR NY, 是 最 
低 阶 的 -个 连续 样 条 函数 , 它 对 产生 尺度 函数 4% 狂 供 了 作为 公式 
(5. 2.9) 中 初始 通 数 的 一 个 良好 的 选择 。 也 就 是 说 ,我 们 推荐 下 述 
递 推 方案 ; 


"175* 


d(x} = lim 6x) 


其 中 


4 x, (5.2. 11) 
p) = D pfe ,12 


CAES] = NCE) 
事实 上 ,在 .上 述 关 于 两 尺度 符号 P 的 假设 下 ;这 个 递 推 方 案 是 -- 
BW Oe AE 


REGE G > 0, 因为 %E 天 (了 及) ,对 于 所 有 充分 大 的 值 MO. 
有 


| | go) jdm < e 
ol a 


并 且 , 对 于 尾 一 固定 的 好 第 
lim | Xe abe — g) | sm == 0 


另 一 方面 ,因为 
he ee 
通过 应 用 和 公式 (5. 1. 24) 的 同样 估计 ,有 
dw 
= eee 
I cee 多 Co) |do >c| asu CT ol iT 
<5 <e 


其 中 OAN bl H MER AN. a 
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Lome H kerah- uruar owa i 


Tree 
k= 4 


的 周期 性 可 用 来 得 到 


| ora | plo) ldo 


=> 


tao lelsz» GL 


H+ — BORAT A 16. — 8) K | 8 I we 得 到 。 


pre” ic. 


> da —~ 0 


作为 公式 (5. 2. 14) 中 过 程 的 一 个 推论 ,% 具 有 紧 支 撑 , 并且 事 
实 上 ,我 们 能 够 精确 地 求 出 它 的 支撑 ,只 要 #8 是 连续 的 。 注 意 ,supp 
多 的 确 随 着 ”单调 增长 ,这 是 有 意义 的 。 更 确切 地 说 ,通过 简单 的 


计算 ,有 


supp 向 一 L0,2] 


supp d = [0,52 + Np] = [0 二 一 


同时 ,因为 No 宇 2, 有 


supp ġ, Z [0,N,], w= 1,2, 


(< TA 
supp ¢; = [055 l É+ NY] 
J 
2 十 oe 一 DN, 
= [0, z 
2 一 D) 
supp æ, = [0, + ci 1) 


(5. 2. 12) 
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并 且 由 公式 55.2. 1194905. 2. 12978 
supp ¢ = LO,N, ] (5. 2.13) 


TE MITER ACS. 2. 13-46, A OR ALON) FEIT He), 
至 少 在 计算 所 有 二 进 点 ct /2 HE EZ HOON BAR 
太 的 帮助 。 这 显然 要 求助 于 两 尺度 关系 公式 (5. 2. 27。 事实 上 ,如 
Re 1). ,BCN 一 1 的 值 是 已 知 的 ,那么 ,因为 对 于 所 有 * 志 0 或 
kN, Ad) =O. XBR 


k 
a) 一 D7 ok 一 站 


k . Å 
op = 2a 一 六 
| 站 证 nan 


唯一 地 确定 dz) 在 * 一 如 3， j kE Z ANA E. 
为 了 确定 让 的 值 ,ke 如 ,再 次 使 用 + 是 一 个 整数 的 两 尺度 
AA. MARRS. A 


m = Mm (5. 2. 14) 
EF m 是 列 向 量 
m ;= [$C1)° (NM, DT (5.2.15) 
m M BON, 1) xN, DER 
M :一 Lakaren- (5. 2. 16) 


以 表示 行 指 标 而 上 表示 列 指标 。 回 忆 # 生 成 一 个 单位 划分 5 见 在 
C5. 1) 节 中 (CA. 2)), aR i Re) ,人 如 ,的 值 ;在 公式 
(5.2.14) AY FRE 1 求 特征 向 量 mm 并 且 施 加 规范 化 条 件 


"78。 


$a) bee + oN, 1) = 3] (5.2. 17) 


例子 5.8 Me UMA. ke ZHPCHAREKARAK 
(5.2. ME, 
RE ERED. 2. 6), 有 及 ,二 3 而且 公式 (5. 2. LOH M 


ABA 
of pt 3 3 1 3 
M 一 ” "aal 十 VS ve (5. 2. 18) 
Ps P -V3 3—43 


很 容易 着 到 ,公式 (5. 2 14) 的 解 空间 是 
m = all + V3 L= v3], ac R 


所 以 ,根据 规范 化 条 件 公式 (5. 2. 17) ,我 们 有 a= SSF 


D = 1v3 
_ (5.2.19) 
g3(2) = 1= V3 e 
当 计 算出 #8 让 ,KE 如 ,的 值 ,现在 就 很 容易 计算 
os REZ (5. 2. 20) 


事实 上 ,插入 图 形 显示 算法 ( 见 算 法 4 7 能 够 应 用 ,而 不 需要 任何 
改变 ,甚至 能 够 在 实时 中 计算 任何 引起 的 级 数 


f,@) = Pa 82 好 一 站 (5. 2.21) 
f=6 
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MEM Me PEW AE ce SL jy, Er k/2, 因此 ， 
为 了 计算 公式 (5. 2. 20) 中 的 (ty2) 简单 地 把 这 个 算法 应 用 于 
n=O oP = d SRAM DMEBR 4.7 中 为 计算 公式 
《5. 2. 31) 中 方 ( 或 显示 六 图形 ) 设 


Pn = pb, ; 
4 (3. 2. 223 
| me = ok) 


现在 转 到 生成 相同 PRAY MRA } RA ARR KR 
的 所 有 尺度 函数 $ 的 类 外 的 研究 。 此 外 ,为 了 个 失 其 一 般 性 ,可 以 
假定 任何 $E 兴 的 两 尺度 关系 都 取 公 式 55.2.2) 的 形式 ,因此 ,根据 
公式 (5. 2. 13) ,$ 的 支撑 的 确 是 区 间 [0, Ns]。 所 以 ,98" CO RAR) 
支撑 如 且 仪 如 


Ny Ns pE% (5. 2. 23) 


相应 于 任 一 %E 9 考虑 在 定义 2.9 PS) Any A RAY 
F(a) := f . plr + y) bly dy (5. 2. 24) 


ARPS (FCO 的 符号 , 即 


Ele t= > FE) (5. 2. 25) 
kC 


因为 F, RARE 


Falo 2) = Fle), te IR 
(5, 2. 26) 
suppF, & [— Na NG] 


由 此 得 到 P, 是 一 个 Laurent SIR, O kh BKB, HPI”, 
ED k, 是 对 于 Fe AOR BARBER. Fiz 


Ile) :一 2B, (2) (5. 2. 27). 
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是 一 个 2& 次 (关于 翅 的 一 个 代数) 多项式 。 关 于 I 的 “倒数 多 项 
式 ” 用 


I) := = 中 Te 《5. 2. 28) 
给 出 。 由 于 公式 (5. 2. 26) 中 的 第 -个 性 质 , 很 明显 
TD = I1s€2). 所 有 = (5. 2. 29) 


我 们 称 TT,(2) 为 关于 4 的 “广义 Euter-Frobenius 多 项 式 ", 而 Be 为 关 
的 “六 Euler-Frobenius Laurent EWR”, EHEAR. 2. 18) 
和 更 普遍 的 台式 (4. 6. 69, Se AEM 采样 条 的 寻常 Euler-Frobenius 
SMX FILER AKA BARD 
我 们 需要 下 述 专 门 术语 。 
EME 5.9 4a, ARR FAK pag —PR ACAD, MAR 
ES 本 是 中 0 的 一 个 对 称 案 点 《或 对 称 根 )， to Reo A tii) 
PL aspan =O, 

在 甘于 有 限 琴 尺度 序列 的 尺度 天 数 4 的 下 述 定 理 中 .回忆 
Po 表示 % 的 两 尺度 符号 。 
定理 5. 10 teco AA RAS. 2. Dil G EM RA BK. T 


Fe 


(在 il 一 ] BA, DAT CMR TEAS ; 
GD 对 于 所 有 oC IR 


Ca 


E eT = S) | olo + 2ak) |? (5.2.30) 


k= 一 ca 


(iii) 对 于 所 有 we IR 


| P,ce7 /2) |? Ce”) 十 |P, — eww Ey | E, — e725 
= Esle ™) (5. 2. 31) 
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Civ) 对 于 所 有 的 复数 = 


Pe) PRCT 2) 十 【一 DSP 2) PRC 2) 
IT 2) = 2% Tl) (5. 2. 32) 


(v) P, 二 |: 一! 上 不 具有 对 称 索 点 。 

证 明 ”公式 (5. 2. 30) 中 的 恒等式 由 Poisson KA AA 
《3.5.19) 得 到 。 因 此 ,应 用 定理 3.24, 因 为 {8(， 一) RE MER 
的 一 个 Riesz 其 ,对 于 所 有 oe 及 ,我 们 有 怪人 e 540, REE. 
论断 (由 公式 (5.2.27) 得 到 。 为 了 导出 公式 (5. 2. 31); 从 公式 


《5. 2. 30) 出 发 并 且 应 用 两 尺度 关系 公式 (5. 2. 2984 Fourier RRA 
式 ,得 到 


一 


iu = ~ n o Dah, 
Be = 21 Pale (I 


= |P; (Ce By |? >) oer tah | 


k= 一 om 


i at Zelk + 1) 
+ |P e DED E Lery |? 


P(e) PBe) 
十 [P,¢ _ e [FEC ety 


i 


这 就 建立 了 it。 为 了 证 明 (iv) ,要 求 公式 
Pz) 一 2 pA) 与 BC) = 2h IT) 


对 于 1z| 一 ! 成 立 , 并 且 对 于 z= 一 e “证 明 公 式 (53. 2. 31) 等 价 于 证 
明 公 式 (5. 2. 32)。 现 在 ,因为 公式 (5.2. 32) 的 两 边 是 整 消 数 (z 的 
代数 多 项 式 ) ,它们 必定 对 于 所 有 是 恒 等 的 。 
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最 后 ,如 各 mm 天 0 是 Pi 的-- 个 对 称 零 点 ;那么 ,根据 公式 
《5. 2.32). AIL =0, FREAD Jal El, © 
我 们 现在 准备 给 出 具有 最 小 支撑 的 那些 4E 邓 的 一 种 表征 ， 
定理 5.11 -ARBASO EORR RDA LA t HM 
尺度 符号 Py 不 县 有 对 称 堆 点 。 
证 明 令 $' €@ 是 任意 给 定 的 并 且 考 虚 它 的 两 尺度 符 导 Pe 的 因 
式 分 解 为 形式 


Py Cz) = my C2dny: (2*) (5. 2. 33) 
其 中 nye 与 w* 是 满足 

fia 1) = nl) = 1 

ne (0) 0 C5. 2. 84) 

ty," 不 其 有 对 称 零 点 
的 多项式 .回忆 supp g =U N JAA Ns 一 degPe*'。 还 有 ,由 公式 
(5. 2. 33) 与 (5. 2. 34) FF P 没有 对 称 零点 如 且 仅 如 

deg n, = 0 


现在 ,根据 定理 5. 10(v), 央 为 Py: 没有 位 于 1z|= 上 上 的 对 称 零 
BUERE m 在 1z| 一 1 上 无 零点 ,因而 mv 在 1z| 上 是 解析 
的 ,并 且 具 有 Laurent 表示 


Tra 


SS ! J 
ny (a) 之 ,ra > wpe 
Al 
a*t Cr) = Sno an) (5.2. 85) 


定义 一 个 函数 4* EN. 那么 ,使 用 记号 ce”. TUR BEAR 
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(5. 2. 35) AGRA 


6°" (o) = — ze 6" (w) (5. 2. 36) 


a (2 Bam OG 2y (5. 2. 37) 
现在 ,应 用 公式 (5. 2. 36) 与 (5. 2. 37) 并 且 使 用 "的 两 尺度 关系 ， 
有 

O° *(o)= - 


gs z mre my O E 


= mar (2) 6° (3) = ity Cane Cz) $“ (5) 
这 表明 ,4“ 各 下 和 其 两 尺度 符号 用 
Pye (2) = me Can (2) 
给 出 。 所 以 ,由 公式 {5.2.33), 我 们 有 
degP,-» =degm,- + dogry 


<degim,* 十 2degn,- 
=degP,: 


Ae, SA" FA) SCHR REA deg,» = des,» , degn 一 0， 
或 等 价 地 ,P 没有 对 称 等 点 。 

为 了 证 明道 结论 ,假定 4 EW 并 且 P。' 没有 对 称 零 点 ， 那 么 ， 
由 公式 (5. 2. 13) ,为 了 证 明 由 具有 最 小 支撑 ,对 于 任何 %E 更 只 要 
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证 明 
degP, = degP,- (5. 2. 38) 


就 可 以 了 . Ae ee 对 于 某 合 序列 {sE 忆 可 以 写成 


ox) = $) so {re 2) 《5. 2. 39) 


公 趟 (5. 2.39) 的 Fourier 恋 搞 公式 是 


($(%) = C 8 Co) 
4 oo (5. 2. 40) 
(C) = >> sz", z= ee 
通过 对 公式 (5. 2. 39) 的 两 边 取 离 散 Fourier BRM, RAF CC) 
B+ PRR. CRON CSRS SOOM SH 
ANT SHH. BH AAKHAAG. 2. 40) 得 到 
EC?) 
Epe 
所 以 我 们 发 现 , 应 用 定理 5 100), 有理 函数 COE =1 LAR 
有 零点 也 没有 极点 。 现 在 ,我 们 写 


x, 
[> PDA = >) D = glede) 
a =b 


eG = 


x. (5.2. 41) 
D3 Oo (a) = > o” (nyt = gp CDd Ce) 
a a= 


其 中 Os gasie" 是 具有 4500) EO, ay (0)40 HETA JHH Gao tet 
没有 共同 的 零点 。 于 是 ,由 5 与 $5" 的 两 尺度 关系 和 公式 (5. 2. 40) 得 
到 ,对 于 ze- 
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Bm) = Plz aS J == CC2) Py) b (3F) 


= C(2)P,(2) ORA Cw) 


Py G 


_ CC) Pe z} a 
Ca J Pp C2) 


pka) 


因此 


C(2") 
T) 


BHM. WAG. 2. 41 AUR COMA A 
> (nz 
5 ge (Cn) 22" 


P = -Pyr (2) (5. 2. 42) 


CC) - 
= -一 T (35. 2. 433 
CC) > $a 
> 6° Cn)" 
gge (2) 


gh 2 ay (27) 


所 以 .由 于 geI a, (2) 是 互 质 的 ;并且 由 于 公式 (5. 2. 42) 中 的 
P,(z) 是 一 个 多 项 式 ,我 们 可 以 断定 oe OP OA ag (BR. 
也 就 是 说 

Gg C2) Py (2) = rizq (2) (5. 2. 44) 
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其 中 7(z) 是 某 个 多 项 式 。 
假定 degg PLFA Sla. 2 是 %: HES. 因为 
Got C00, TLE 2, 520000 2,560, 另外 ,因为 


> paz 
Cl) = < om 
S Dz 
其 中 p 5u BH GA etz 在 jz|=1 上 没有 零点 :也 没有 
极点 。 可 以 肠 定 没有 zj=1, 8; 位 于 |zx| 二 1 上 ,因此 ,存在 其 个 
jjnssz ,使 5 的 两 个 平方 根 十 > ,部 不 属于 集 {%4,… ,zj B, 
两 个 多 项 式 (zu ) 与 Cs 十 >) 的 每 -- 个 都 除 不 尽 &%: (2) ,它们 的 
RRCA GH S a Ba (2) 的 一 个 因子 。 所 以 ,由 公 
式 (5. 2. 44) 得 到 ,2 是 Pe (#2) 的 一 个 因子。 因为 2, £0, Pp 
更 在 具有 有 一 个 对 称 根 ,这 与 假设 矛盾 。 因 此 a 必定 是 一 个 常数 。 
结果 ,由 公式 55.2. 42) 与 (5. 2. 43) ,我 们 有 


qlz?) 
gyt2) 


df AERA degP, 守 degP,， o 
在 定理 5. 11 E , EREE BETIE OM ATR 

好 的 性 质 Bea Pa SE ae a a F 。 

定理 5. 12 HFD DEEA 


£ 


(5. 2. 45) 


KASZ 
Te" (z) 


Pl2) = 


Py (2) 


bl) = >) s bile — n) 
-上 ,联系 由 与 血 的 序列 ts 的 疹 呈 CC) 是 一 个 有 理 画 数 , 它 在 单位 
图:=| 一 1 上 既 没 有 零点 ,也 没有 杖 点 。 另 外 ,如 果 击 扬 惠 有 最 小 去 
ALMA CIz) 是 一 个 多 项 式 ， 即 ,每 个 内 乞 甸 是 最 小 支持 和 所 古 的 整 
数 平 物 的 一 个 有 限 线性 组 合 。 特 别 是 ,最 小 支 择 丰 E 划 是 唯一 的 。 
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证 明 ”第 一 个 氢 述 在 前 面 已 经 证 明了 。 如 果 血 具有 最 小 支撑 , 那 
么 ;根据 前 边 的 定理 ,办 的 两 尺度 符号 Pu 没有 对 称 根 。 因 此 ,通过 
前 而 的 推导 ,注意 gg, 是 一 个 常数 ,表明 q (2) = 9, (OO; PLL H 
公式 (5.2. 45) ,如 果 e SiC OR--P SMA. MAR BE T 
在 定理 中 的 第 二 个 叙述 。 最 后 ;假定 中 与 各 都 具有 最 小 支撑 。 那么 ， 
根据 全 的 定义 和 公式 (5.2. 13) ,有 


supp é, = supp 6, = [0,N,] 


hkr) = cO(¢—- ps, ¢ AO (5. 2. 46) 


5 


假定 rl, FPT ce [TAN 十 ?一 LN 十 站 ,我 们 有 
0= Ah = Poh j) = 0,0 — pd 
ja 


因 为 上 在 LN。 T l, Nad tde JE F F a9. Ar EA gC . — p)FE LNs 
+p-1.Ny 十 门 上 是 非 平凡 的 。 因 此 ,一 9, 这 是 对 公式 (5. 2. 46) 
的 一 个 约束 ,而 这 是 指 

b,x) = cy h Ca) 


c= 1 Æa =el 的 一 个 推论 ， © 
我 们 用 下 述 例子 结束 本 节 。 

例子 5. 18 对 于 任何 正 整 数 训 ,mr 阶 基 数 PHAN, 是 一 个 尺度 

务 数 ,这 个 尺度 和 函数 生成 像 4 1 节 定 义 的 LR) 的 

MRA(V;": jEZ N 的 两 尺度 关系 用 公式 (4. 3. On FAN, 

的 Riesz 界 是 A= A, 与 8 二 1, 其 中 A, AR. 2.21) 定 义 。 令 十， 

表示 所 有 生成 相同 MRA irr RCV, AR. 由 于 
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N, OLR RAPS Py SEC +2)°/2". ER AAW EA Na 
是 在 8 中 具有 最 小 支撑 的 叭 一 函数 。 | 

我 们 不 打算 进行 任何 细节 方面 的 讨论 ,但 注意 到 N, SB, 
中 的 -- 个 函数 ,尽管 一 般 来 说 ,6 的 势 可 以 是 无 限 的 。 


5.3 了 工 ( 了 玉 ) 的 直接 和 分 解 

在 土管 中 ,只 考虑 具有 有 有限 两 尺度 序列 的 尺度 函数 ,为 研究 更 
-一 般 的 理论 ,将 允许 两 尺度 序列 属于 上 (和 册 在 5.1 节 中 的 假设 
CA3)) ,因此 相应 的 两 尺度 符 导 属于 所 谓 的 “Wiener 36", 
EM 5.14 一 个 Laurent 级 数 说 是 属于 Wiener HW 如 果 它 的 
ERSAT.. 

因为 两 个 序列 的 离散 卷 积 还 是 在? 中 的 一 个 序列 ,很 朋 
DOF 是 一 个 “代数 "。 正 如 由 IN Wiener 的 著名 定理 中 看 到 的 那 
样 ,实际 情况 是 次- 甚至 优 于 -个 代数 。 
定理 5.15 今 fE%W 并 县 对 于 在 单位 加 1z| 一 1 LA ey =. 假定 
DEO M BERLEM, 

ARE AAG RA eT HE LT ASS AS. RA A 
受 这 个 定理 的 读者 ;研究 在 |z) 二 1 上 没有 极点 的 有 理 函 数 的 
Laurent RF AS R A SFA. A A Laurent 级 数 的 特殊 重要 性 
EARED DERA KERN. 

令 4% 是 一 个 尺度 函数 , 它 的 两 尺度 符号 


| Lo 
Py(2) 一 本 > p (5.3.1) 


i — oo 


Fo”, E4 P, E 


6(z) = D por — k) (5. 3.2) 


Sete Y WM be CV, SES BER ER FA 
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Get MRE R E” 


Qe) = > >) az (5. 3. 3) 


i= =o 


(EA SMR AES PIRO., WA g hao 并 且 定 义 一 个 
FEF, 中 的 函数 


p(x) :一 Sg (2x 一 k) (5.3.4) 


这 个 函数 $ 像 9 生成 To 相 同 的 方式 还 生成 一 个 阅 子 空间 Ww. i: 
Wo ;= close < pL tk EC MD (5.3.5) 
因此 ,类 似 于 设 
Pi= P; 《5. 3. 6) 
符号 @ 在 满足 公式 (5. 3. 505.3. 5) 的 意义 上 决定 关系 WC, 
当然 ,下 的 两 个 子 空间 之 间 的 关系 必定 依赖 于 两 个 符号 P 与 
之 间 的 关系 。 在 小 波 的 构造 中 ,主要 关心 的 是 至 少 保证 TF 与 Wi 
在 意义 
N= 10} 与 人 二 十 Wo {5.3.7) 
上 是 Py 的 豆 补 子 空 间 。 像 在 公式 (1.4. 4) 中 一 梯 , 公 式 (5. 3. 7) 中 
的 两 个 性 质 一 起 称 V E n E W G ARR” HEAR 3.7) 
MY eB Fic eRe 
l= Vo FB, (5. 3. 8) 
TE TH. A BSE 


iP(a) Q(z) 


Mp glz) 一 
| [IP(~2) @(- 2 


-190s 


在 表征 公式 (5. 3. OPA EN IEA. I OAS RRO 
(5. 3. 9 的 行列 式 
Ap olz) t= detM p okz) (5.3. 10) 
因为 P 与 8 属于 3 NY 是 一 个 代数 ,还 有 
Apg E DA 
Bab MRE |z| = 1 Le of) 0. ARE EE OD. 15, 又 有 


1 
Any 


所 以 ,在 |z| 二 1 上 Ay AO RAE TP a Gh em 


E HW 


C5. 3. 11) 


都 属于 Wiener 类 号 -。 考 虑 公式 65. 3. 1D 中国 数 G 与 互 的 原因 
Fe Mog 的 转 置 Men 是 Mo iH. BD: 


|m CDM fa) = 1 0 
Pw HH 一 lo Lj 
ji 0 《5. 3. 12) 
| Moule Mp (2) = | io 1 lz[ =1 
公式 55. 3. 12) 中 的 第 一 个 恒等式 等 价 于 便 等 式 对 
poe t QDH Cz) = 1 
(5. 3. 18) 
PDG 2) +H z) = 0, |z| = 1 


而 公式 45. 3. 12) 中 的 第 二 个 恒等式 等 价 于 下 述 四 个 恒等式 的 集 : 
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ta) 十 CC 一 2 = 1 

EODH + PC DHC — z= 0 

ERE) +G Del- 2) = 0 

LQG) + OC A 2d = 1, [zl = 
对 于 PODIA BREA CS. 3.14) 中 的 恒等式 。 然 而 .这 个 恒 
等 式 的 集 在 下 节 对 “对 偶 性 "的 讨论 将 起 关键 作用 。 

国 为 6,8E ,我 们 可 以 写 出 


(5. 3. 14) 


" (5, 3. 15) 


Bp ig (her, Fete PEAME E Ao(z) 关 09, 现在 我 们 准备 
公式 表示 下 述 分 解 结果 。 

定理 5.16 RPDA 3.8) 成 主 的 必要 与 充分 条 件 是 在 
Yi |z| 一 1 EGER) BRA RAR. 而 且 , 如 果 Ap CFD 
对 了 于 所 有 有 !z1 二 1 ae. RRA CS. 8.4 PA C2) 48 Bl ag 
foC + —b): WW 的 一 个 Riez R.H EAT A EIR 
“DEAR” 


4(2z7 一 1) = ;> {yue oe — k) (5. 3. 16) 


si 


= hy pa — AD} Le ZZ 
AÈ, 
单方 应 证 明 ”我 们 只 关心 重要 的 方向 .因此 ,下 面 假 定 对 所 有 满足 
| =| =] 的 24 Ay. g(@)360, HR. Ae RA BRS ER i 并 且 改 变 
求 和 议 序 不 会 有 危险 。 
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注意 ,作为 公式 (5. 3. 13 的 -一 个 等 价 公式 ,我 们 有 
[PC2(GC2) + G(— 2)) . 


| HEDE) + HE 2D) = 1 
PUGO) - GC 27) 


| +e Ez) 一 好 [一 


ty 
er 
— 
| 
+ 
EJ 
i 
— 


考虑 到 公式 (5.83.15), 它 可 以 写成 
Do + AD ha = 1 
t k 


PoS ga se + MODALAR = l, |z| =] 
k x 


(5. 3. 18) 


因此 ,通过 设 a 二 a- 并且 用 名 多 ) 与 26053) 依次 乘 公式 (5. 3. 18) 
中 的 两 个 但 等 式 ,我 们 有 


r 


| OD) = DS) ae? 2) BOB) + tz 6B) 


j pet = D a PO) TES 


| + ORTES 
这 等 价 于 
| BO) = Dj Gur be) 十 hapo) 
| ; 
KES = Dy aiz" Co) 十 amiz Po 


(5. 3. 19) 
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Bich fit PA A RCS. 3. 274505. 3. 4 的 Fourier 变换 公式 。 因 此 ,到 
ACS. 3. 19) Para Wy Fourier wide Be HK TTS Fl 


2 B22) = D>) Cga Br -— BY H kapla - BD) 


2 6(2e@ — 1) = >) Gui. Br — k) 


| + kaple — #) 
(5. 3. 20) 


{RAW ASRS. 3. 20) Sfp PAR CS. 3.16), BRA Fla at 
ETH 
Fi 一 closrmy O e k tk E ZZ) 
现在 我 们 证 明了 KEV W, Pre 
U= Ft W, 
AT WEA AA A 
Dada — B+ Dg k S= 0 (5.3.21) 
: 


其 中 {a 与 雪 }) 属 于 六 。 于 是, 应 用 公式 (5. 3.2) 与 <5. 3. 4 中 的 两 
尺度 关系 ,我们 得 到 


SD ana t D bl-a) br D = 0 
t k 上 
因此 ,借助 {962 一 站 + LE ZEEE, 的 一 个 Riesz 基 这 一 事实 


> ap ae 一 D blia = 0 LEZ (5.3.22) 
k k 


现在 ; 取 公 式 (5.3. DAARS G ER”), RITA 
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AC) Plz) + BOQ = 0 (5. 2, 23) 


Hp a t Ray Rma Shes. WR. ae 2 AP AR —2 fh 
替 ,那么 公式 (5. 3. 23) 得 出 了 具有 两 个 未 知 量 ACD BOER 
性 方程 组 ; 


J PCAC) + ODBC) = 0 
o PE- DAC) — @C— 2B’) = 0 


其 中 系数 和 矩阵 是 Wp.olz), 它 对 于 所 有 在 |z; 二 1 上 的 z 是非 奇异 
的 。 因 此 ,4(z BRC) eS HH AAS. 3.21) 中 的 序列 
{4) 与 人 {0} 是 平凡 的 。 这 就 证 明了 mn 门 Fu 一 10)}。 

YT WEAR HE (eC "一 总 RE ZZ} EE Wa H — A Riesz 基 , 必 须 依 
TE 3.24, FPR. Aad + k) REZ) REV, WoA Riesz 
基 , 有 

0<A< D5] oot Ia KBL GEIR 

: (5.3. 24) 


还 有 ,由 公式 (5. 3. 4 AY Fourier 变换 公式 得 到 
S| ple 十 2k) |? 


= Sp lece ar) |? | aS + wk) |? 


Jace 1? >) | 6S + 2a) |? 
—. 35 {2 5 a wy lz 
+ |Q(— 2)| > WS + w+ 2a) | 
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其 中 < 一 后” 所 以 应 用 公式 65. 3. 24) 得 到 


A{|Q) |i + IOC 21} DS) | plo + 222k) 5. 3.25) 


<= BQ | + | 有 (一 2) 


WAGE” Egl =l ERER MEEA 
Bt :一 2 max |<) | << oo (5. 3, 26) 
s[=1 


3 一 方面 ? 由 于 


[P (2) Q(z} 
Ap gf2) = deti i 0 ， = I 
xs taca eaol |2 


可 以 看 到 ,在 单位 圆 的 同 2.605 2C oR N ha RE 
零 , 扩 以 再 用 《8 在 |z|= 1 上 的 连续 性 ,有 


A t= mint laco |? -+ EC 2}]7) > 0 (5.3. 27) 
u| 一 上 
因此 ;由 公式 (5. 3.25), (5.3,26) 上 与 (5. 3. 27) 得 到 


AA << > [g(a 一 2r) L BB, we R 
k 


(5. 3. 28) 
ipte —k) +: ke Zie W, py — A Riesz 4. o 
PLE FR {4 FOS Ba ee 5. 16 注释 (CR) 的 分 


fE. 
PE S. 7 $ Aol TA EE ER e o HA 
pa 
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W, t= Closrion, < $2! = DREZ >,j E Æ 
| (5. 3. 29) 
于 是 , 考 感到 7 AEX jE AER 5. 16 PAV IE BE FL =P 
iE ee 
Mar = tl, + Wy, JEZ (5. 3. 30) 


FAL. H Ary SB CR) 的 一 个 MRA, 由 此 得 到 旋 { 环 ,} Pa 
到 5 ) 的 一 种 直接 和 分 解 , 即 : 


BUR) == e H Wa H Wate 6.3.31) 


MA. ASKS. 3. 16) 中 的 分 解 关 系 得 出 用 公式 (1. 6. DERSE 
算法 并 有 m9. Bm hy ORG. 3.2) 与 (5. 3. 4) 中 的 一 
对 两 已 度 关 系 得 出 用 公式 (4 6. 10) 描 述 的 重 构 算 法 (关于 这 些 分 
解 与 重 构 算 法 ,这 里 和 其 它 的 细节 推导 将 在 下 节 给 出 。.)。 然 而 ,由 
最 普通 的 假设 :sofz) 天 0 对 所 有 | 3 一 1 成 立 , 不 可 能 得 到 关于 时 
间 - 频 率 分 析 的 任何 结论 

DO 由 公式 (5,3.3) 得 到 


| wr) dr = >; of @C22 —- Edr (5.3.32) 


Tae E= as 


=i D ae 60? = gA) 
像 通常 那样 , 令 
pala) 3 一 282 区 (27 一 F) 


于 是 ,定理 5. 16 FERN ,对 于 每 个 jE, mits EZ) de WwW, B 
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个 Riesz 基 。 然 而 ,整个 族 Let Fk EZ) Ra LCR —F 
Ries: 基 , 事实 上 , 像 在 第 三 章 中 证 明 的 那样 ,对 于 生成 PORON 
个 Riesz 基 的 函数 办 使 多 是 连续 的 , 它 在 (一 2,ce? 上 的 积分 必定 
FES ATLA ARCS. 3. 32), 一 个 必要 亲 件 是 


ol) = 0 (5. 3. 33) 


Gi) BPE yR E (三) 的 一 个 Riesz oo WAL RB 
个 小 流 { 或 更 确切 地 说 ,不 是 一 个 镀 - 小 波 ), 因 为 仍然 必须 研究 
的 对 情节 的 存在 性 。( 见 定义 1.5 和 公式 41.4. 1) 中 没有 对 个 的 一 
个 鹃 -函数 的 例子 。) 回 忆 在 任 一 级 数 表 示 


SD = Death, f E BUR) 


中 ,需要 oP ob Oh Be oc, HR yne- E 
CH 1.4 节 和 定理 3. 27), 


5.4 小 波 和 它们 的 对 侦 
我 们 继续 讨论 CCR) SAE ,并且 扩展 结果 以 保证 分 解 是 “小 波 
分 解 "。 正 像 在 附注 5 47 中 注意 到 的 那样 ,这 需要 根据 公式 
(5.3. 4989 Laurent RA OC 控制 的 函数 乡 是 上 其 有 某 个 对 性 小 
波 弛 的 一 个 小 波 。 特别 是 ,8 必须 满足 公式 (5. 3. 337。 回 亿 了 两 尺度 
符号 P 一 PiE % 还 必须 满足 公式 (5. 1. 12) 与 (5. 1. 13) 中 的 条 件 。 
因此 ,P 与 8 必定 满足 条 件 
PO)=1 与 P(e D=0 
el) = 1 
令 G 与 吾 是 用 公式 (5. 3. 11) 定 义 的 Laurent 级 数 。 于 是 ,有 
@,HEW Wi APO Laurent RR P,8.6, 玉 满足 公式 (5. 3.13) 中 
的 恒等式 。 所 以 由 这 组 恒等式 与 公式 (5. 4. 1) 得 到 6 必定 还 满足 


条 件 
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€5.4. 4) 


aA) =i 与 GC 一 1)=0 (5. 4.2) 
JOB lic 


OG) = GG) = GC), Jal =1 64.3) 


可 简化 即将 出 现 的 表示 。 正 像 公 式 (5. 4. 1) 与 (5, 4. 2) 描述 的 PG 
”之 问 的 相似 之 处 认为 


Ga 一 Poe lz| = 1 (5. 4.4) 


《 见 公式 45. 3.15)) 还 能 选 作 某 个 尺 庶 函数 的 两 尺度 符 导 ,这 个 尺 
度 函 数 生成 -一 个 下 能 不 同 的 LARR MRA, 

这 诱发 了 构造 小 流 与 它们 的 对 侦 的 下 述 策略 。 由 两 个 容许 的 
WIRE AS P= 与 6 二 G2 出 发 ,使 


KO = [pee 
H k=1 
leew = [fee 
k=] 

都 属于 POR) CW 5. 4 与 定理 5. 5)。 而 且 , 假 设 ,$ 生 成 (IR) 
的 -一 个 MRA (F, fi oE RRO — MRA (F). FÆ AFEA 
5. 16, 选 择 满足 

år 天 站 与 Ael Æ 0, fz] = 1 (5.4.6) 


的 任何 两 个 任意 的 Laurent 级 数 日 与 万 将 导致 两 个 完全 不 相关 的 
PORN BEANE. HFRS BARC, 3. 14) 中 的 第 
一 个 人 恒等式 使 这 两 个 分 解 之 间 连 系 起 来 。 


«1996 


定义 5.18 HARASS PEP, BG =O] HARRIS BG do 
R'E He A fe A 

PDG) + P(— DELO- z) =1, jel =i 647) 
tT @ BEL aK AAAS. 4.33), 

因此 ,如 打 两 个 Laurent 级 数 8 与 万 选取 得 使 在 2|=1 上 两 
PAER FREE Meola j Ma (2) PR i, HE i 


bal 


， 1 0 
My 962) ME pl) = Mo w(2) Mags) = f | +‘ |z| = | 


(5. 4. 8) 
那么 ,根据 公式 (5. 3. 14) 和 这 个 恒等式 之 间 的 等 价 性 ( 见 公式 
《5. 3, 12)) ,有 


PODHO + P(— gH z) = O 
CDQ) + GL Dl 2) = 0 (5.4.9) 
i OHCs) — OC— aH ze = 1, |s|=|1 


MEER SFR G4. 3) 还 等 价 于 

pee" + O(2)H (2) = 1 

P(— DCG) + RCO HHE) = 0, |2| = 1 

CALA. 3. 13))。 关 于 这 一 点 ,有 下 述 定理 。 
定理 5.19 PAG REAS 18 中 的 对 偶 两 尺度 符号 。 
那么 ,OY 中 的 Lauront Be OG HARADA CH 4. Bde Bint tt 
们 由 类 

Q(z) = 2 GC— 2) KG") 5 Hl) = 2PC— AKG) 
LEP KEW. mA |z| = 1b KCz) +0 


(5. 4. 10) 


(5.4. il) 
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选取 。 

证 明 容易 证 明 , 来 自 公 式 (5. 4.11}) 的 每 对 和 日 满足 公式 
(5. 4.8), 为 导出 租 反 的 结论 ,依靠 公式 (5. 4. 8) 与 (5. 4. 10) 之 问 的 
等 价 福 。 所 以 ,应 用 Cramer 规则 ,我 们 可 以 用 与 @ 表 示 6 与 玉 、 
BD: 


me 2 
w 公式 (5. 3. 119), 其 中 ,对 于 ale Lo polz) = PC2] 00-23 
JPO DOGO, A Ael mD = Ap g (2). BTA EM 


aP g ny = ES, falar 412) 


KC) t= Apo 2), [es] =] (5, 4. 13) 


所 以 ,根据 定理 5 15 的 RE W R =l ot A (260, ME, At 
(5.4. [1) 由 公式 (5. 4. 12) 与 (5. 4. 13) 得 到 。 [ 
注意 ,根据 公式 (5. 4. DA ARS. 4. 9) 中 的 第 一 个 恒等式 ,这 
Rt CG" A SE RAE 
:0 (01) 二 1 与 G*(-.1) 二 0 
JH"(1)=0 


这 个 和 公式 (5. 4. 1) 中 对 于 一 对 (P,8) 具 有 相同 的 条 件 组 。 另 外， 
在 我 们 的 策略 中 ,为 了 用 公式 (5. 4. 11) 描 述 的 类 中 的 8 与 上 了 宰 阁 
小 波 和 对 侦 小 波 , 两 尺度 符号 P=P, 和 9' 一 9; 起 同样 的 主导 作 
用 。 因 此 ,这 两 对 (P,8) 与 (9* eT RA. RAUB 
理 ”, 这 将 在 本 节 后 面 用 较 长 的 篇 幅 讨 论 。 

因此 ,重要 的 是 更 详细 地 研究 两 个 容许 的 两 尺度 符 续 PP 与 
8“ 。 按 照 定 义 5. 4. FEU TRE E H 


PO = CED) 


(5. 4. 14) 


(3. 4. 15) 


itae 


Es 82), fel = 1 


HPN 与 训 是 下 整数 SC) 一 和 (1 一 并且 SCO) Fe 的 
L? (0.2 连续 模 分 别 是 COOMA OGD HA aal, 5 
外 ,在 下 文中 :要 求 公 起 55.4. IAS Ss 5 RE 


jp :二 max|S(z) |< 27} 
et (5. 4. 16) 


E i= max |S) | < 2 
2 一】 


并 和 且 和 使 用 标准 记号 % 作为 集合 AMER. 
引 理 5.20 APH ARAKI PRADA CS. 4. 16) 
的 容许 的 两 上 尺度 符号 。 了 于 是 


tim} Xe) | [Pte ate”) 
=m ¥=1 


Re 


— [ [pce ace") |do = 0 (5.4.17) 
5 一 1 


证 明 ”因为 某 些 需要 的 估计 是 十 分 类 似 于 在 定理 5.5 的 证 明 中 的 
那些 估计 ,我 们 对 它们 不 详细 前 述 。 我 们 首先 延明 ,对 于 基 个 ?2>0 


| TYP ye we) 
k=] 


C 


< pep @E IR (5.4.18) 


这 个 估计 是 相当 简单 的 。 事 实 上 ,对 于 任何 正 整 数 m 和 所 有 具有 


Dot [aol ast) p oa HAEC. 4. 16) 中 的 第 一 个 假 簿 ,对 某 个 
mo? 0,8 | 
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TTS <= Po 所 Cc el + - fw [el yy 
+ 一 1 i 


ged + lap’ < Cy C+ fap” 1 


另外 ,对 于 任何 Kony ,根据 容许 性 条 件 , 有 


x K 
iLL ser ?|= IT hi + ce") 一 | 
Beet koa tl 
< lI 1 + odst |a 
bath 
因此 ,我 们 有 


|] [se mni sg oo + Joly 
所 以 


| [leew ) |< {C 


Ot lol)? 


oC + Joly 


Al A at EA > 0 PER Ht MA G, th. A 
4 二 让 十 各 就 得 到 公式 (5. 4. 18), 

其 次 ,我们 导出 存在 C2>0 Sy 0 使 对 于 任何 充分 大 的 正 整 
(5. 4. 193 


x ， ， c 
| 一 am/2 Y 一 上 2 
| | [Pee ee ) < CT 十 ej tt? 
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为 得 到 公式 55. 4. 19 我 们 继续 概述 上 述 得 到 的 论证 ,对 于 


lalm A 


| [lec > | _ | ; 2sin(w/2) JTYsce™) | 
t kL 


2 sin Coe/ atl 


< Cd + lola 7" 


HUME T ABR olx sino| < jo] AARBAM Flo <Š 
成 立 。 再 次 ,同样 的 估计 应 用 于 e. 

现在 我 们 着 手 建立 公式 (5. 4. 17)。 首 先 注意 到 ,根据 公式 
(5. 4.18), Re 
| Plea (e7?/?) 


k=} 


属于 LOR), Se>O 是 任意 给 定 的 。 选 取 Mo 使 
| C1 -H |e 7 Tdo < e 
| | Dat 


然后 ,把 公式 (5. 4. 17) 中 的 积分 分 为 两 个 积分 的 和 。 对 于 在 
lo 入 W 范 围 内 的 积分 ,被 积 函数 一 致 收 敏 于 零 ; 而 对 于 在 oj 全 六 
的 积分 ,用 两 个 积分 的 和 界定 它 , 一 -个 可 以 用 公式 (5. 4. 18) 估 计 ， 
男 一 个 可 以 用 公式 (5. 4 19) 估 计 。 这 就 完成 了 引 理 的 证 明 ， © 
回 记 像 公式 (5. 4. 5) 中 两 个 容许 的 两 尺度 符号 已 与 6" 产生 
两 个 尺 订 函数。 虽然 6 与 6 可 以 生成 COR MBS ARIA MRA, (a 
它们 仍然 能 在 下 述 意义 上 相关 。 
3M 5.21 两 个 分 别 生 成 下 (TRYy 的 可 能 不 同 的 MRA 的 人 ,与 


POR RBH RMR LHR RAR SOR THAR A 
44 
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<P jo k) > 


一 F le =- j) l — dx = 4,4, (5. 4. 20) 


jk E IR 


PH 4th oa ES SAT Re AREN 


间 的 关系 ， 


定理 5.22 邻 P 一 PP 与 4" 一 9; ARRAS. 4.15) 中 完 义 前 两 
个 容许 的 两 尺度 符号 。 另 引 , 今 6 与 是 用 公式 (5.4. 5) 给 出 Fourier 
灾 换 的 相应 的 尺度 函数 。 如 果 58 与 是 像 定义 5. 21 中 的 对 偶 尺 度 
西数 ,那么 已 与 6* BARG A TEX LAE MAR, 
果 三 与 6" 是 互相 对 偶 的 并 且 满 足 公式 (5. 4.16), MASH ARH 


GRR HMR, 


40 后， 如 


证 明令 4 与 4 是 对 个 尺度 函 数 。 那 么 ,对 于 每 个 swE 丈 ,有 


6,9 =Z p pC > 


=| n Jlo) elo) edo 


] fF FOAD, 


= — elw) dle do 


k= = o 


BRA 


ml ICS blo + 2) blo + Ink) e™do 
0 


go 十 248) elot 27k) = 1 几乎 处 处 
k=— o 
(5.4. Z1) 


因此 , 设 ee? 并 应 用 公式 (5. 4. 21), 得 到 


5 一 工 | P(2) G 8G) Grete 


iO 
i 2TJ os 


Lf > 
=> , DPO PCS + ak) OCG + 2ak) 


+ P(— DGC 2) aS + m + Ink) 


x aS + x ork) Je do 


in 
一 [PDCC 十 已 (一 DGL 2) Jado 
2r fi 


“FAR HU Po de lel = 1 上 的 连续 性 ,有 


jz| = 1 


EDG) + PC- 2aC— 2) = 1, 


EI, P, 43 C; 是 互相 对 偶 的 。 
为 了 证 明 相 上 反 的 结果 ,稳定 jE 丈 ,并 且 对 于 任 一 正 整 数 ” 考 
IÈ 
了 :一 = o (J [re ee Jeda 
AT) an Ge 
(5. 4. 22) 


然后 ,用 变量 替换 c= 27 70, A 


+ 206 + 


= 2" af CT [Pee Ge "edz (5.4.23) 


—m kl 


一 分 到 | Tee” Ge yy 
X [Pte ECE) + PE TGL e7") Je de 


现在 ;通过 引用 PF 与 G" CAMA RH aT BH Eee 
y 一 2x ,可 得 到 


n= ig Tete nace ye hay 


t= | 


一 2 于 CT [Pe nee nye wy 


=r El 


(5, 4. 24) 


因此 ,比较 公式 (5. 4. 240495. 4. 28), 有 二 /1, 固 为 这 个 结论 对 
TEPES a 都 是 有 效 的 ,得 到 


Lh ew = 4,0 


(5. 4. 25) 
最 后 ,应 用 引 理 5. 20, 公 式 (5. 4. 25) 的 结果 是 


<e 9) >= dco) olodo 


~ al x TTe (em GeT do 


=i 


=lim}, = h, = ð; 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 o 
现在 ,从 公式 (5. 4. LDH ea AS EN O A. 根据 定 


理 5. 19, 4E BE Myo 与 Ma iat 在 jz]=1 上 是 可 首 的 ,所 以 定理 
5. 16 可 应 用 。 特 别 是 ,考虑 函数 


[H := Dya pr — t) 


《5. 4. 26) 
Pa) :一 D hi glr — k) 
其 中 
1 
Q(z) := EP 
(5. 4. 27) 
HG) = 3 y Die 
CFG” HAMA WARS. 4.3)) ,并 且 设 
hor DFR (H *— $) 
ta Son (5.4, 28) 
Pe 5 VIP «— k) 
BA Re 
W; := clos m Pii kE Z> 
< _ (5.4. 29) 
W, t= Clos: m < Pia kE ZZ > 
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[Fa =V, +W; 


， (3. 4. 30) 
ar = PW FEE 
这 里 , 像 通 常 那样 , 设 
F; :一 elm (6,14 © ZZ > 
~ (5. 4. 31) 
Mts clos << 6,25 & & ZZ > 
其 中 
(5, 4. 32) 


Pin t= 2? A e k) 
e := 27? A e k) 
如 果 6 与 4 分 别 是 两 尺度 符 导 P 一 户 与 6" 一 的 尺度 函数 。 
下 面 将 证 明 , 如 果 容 许 的 两 尺度 符号 与 G" 在 满足 便 等 式 
P(2)G(z) + PE 2E(— 2)=1, 1:|=1 


BREEAM MAY PAA et) Se) BE BY i H 
还 可 达到 附加 的 正 交 性 性 质 。 

定理 5.23 $ P=P, 与 如 一 人 是 满足 公式 (5. 4. 16) 的 两 个 窜 
许 前 两 尺度 符号 并 且 是 至 相对 请 的 .于 是 ,对 于 由 类 公式 人 5. ALI) 
BEM O,HCW ,但 公式 (5. 4.5) 与 5. 4.26? 中 定义 的 函数 
AREETA 


pnd jk mE Z (5.4.33) 
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i= PoP >= 0 
~ Ch. 4. 34) 
【< Ona Py >= 0, jh le Z 


即 , 对 于 所 有 JEZA LG FLW, 
证 明 ”首先 考虑 公式 (5. 4. 33) 中 ;一 (的 情况 。 在 此 情况 下 ,用 公 
ACS. 4 9) 中 的 第 三 个 人 恒等式 和 公式 (5. 4 21), 再 使 用 记号 
cme? oe 
S Hite Bm > 5 去 | © 30) Ploe Fay (5. 4. 35) 
tte — — ran 
Iq} LO Hb) ore o 
2 -+ | 
= 记忆 | ， [Ce SH (ezt 
EJ . 
x OCS + at) OCF 十 mt) Je "Go 
1 in ao @ ry P 
Fa], DOHO KË + 2D O + aD 
+C DHC 2) $F + w+ 2ml) 
x oe + a + 2at) Jeto 


] in | 
=z] ， [QH Cz) 十 O(— DH 2) Je" medo 


1 ax ¢ ， 
ow iCk mw — 
Sal ， e do = dim 
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对 于 ~- 般 情况 来 说 ,应 用 公式 (5.4.9) 中 的 前 两 个 恒等式 ,上 
述 给 出 的 同 祥 推导 地 得 到 公式 (5. 4. 34) :所 以 


FLF 与 F |W, ER (5.4.36) 
Ai. MR JRA 
Hee Wi, CMa CP, 
并 且 根 据 公式 (5.4. 36) 中 的 第 一 个 论断 ,有 
4 


对 于 j2> 刀 同样 的 结论 能 应 用 公式 (5. 4. 36) 中 的 第 二 个 论断 得 出 。 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 bod 

作为 公式 (5. 4. 33) 中 双 正 交 性 质 的 一 个 推论 , 族 { 加 .和 {多} 
都 是 线性 无 关 的 。 因 此 ,忠于 


LOR) = + Wh, H WH Wy oe 65. 40879 


we Wh + Wt We 


(i. 9.) PORDAS. Sth, EEN OS. 23 的 假设 下 ， 
FApo S pe BAE VOR HIER. RAAT RSS 
袜 的 证 明 , 因 为 似乎 没有 简单 的 推导 是 可 用 的 。 应 用 定理 3. 20, 现 
在 能 够 断定 , {#4 与 18;,) 实际 上 是 LCR DY Riesz B.A. FE 
结果 。 
定理 5.24 在 定理 5.23 的 假设 下 ,两 个 函数 CW, 5 PCH, 是 
互相 对 偶 的 小 波 。 

西 此 , 僚 在 定理 3. 27 中 陈述 的 那样 ,每 个 函数 FO UR) RR 
育 两 个 (唯一 ) 小 波 的 级 数 表示 : 


* žil- 


[fe 一 >< fed > HG 
4 it (5. 4. 38) 


| pce 一 > L e > pala) 
其 中 系数 是 了 分 别 关 于 基 小 该 池 和 的 TWT 值 在 时 间 - 尺 度 位 置 
El 
(ha) = G 


求 得 的 值 ( 见 1.4 节 与 定理 3. 27), 

因此 ,很 重要 的 是 导出 电子 求 是 这 些 IWT 的 值 以 及 由 这 些 
IWT 值 重 构 /的 有 效 算法 。 结 困 是 ,两 尺度 序列 {9_.) 与 信 _,}( 它 
们 的 两 尺度 符号 基 用 公式 (5. 4 AICS. 4 OTB = OE 5 
Ai) 能够 使 用 来 得 到 TWT 的 值 之 f, 剖 ,二 。 这 个 计算 方法 称 为 “分 
解 算法 ”, 它 是 定理 5.16 中 分 解 关 圣 公 式 (5. 3. 16) 的 一 个 推论 。 
另 一 方面 ;两 尺度 序列 {和 {4.)( 它 们 的 两 尺度 符 身 是 用 公式 
(6.3.1) 与 (5. 3. 080K P=P, 与 多) 能 能 用 来 由 其 IWT Ef, 
太 .: 记 重 构 了 .这 个 计算 方法 称 为 “ 重 构 算法 ”, 它 是 两 尺度 关系 公式 
(5. 3.2) 与 (5.3.4) 的 -- 个 推论 。 如 果 我 们 希望 使 用 多 代 赫 六 作为 
基 小 波 , 洁 么 在 分 解 算 法 中 使 用 两 尺度 序列 {p.} 与 (9,) ,而 在 重 构 
PEPE AGRE oS 5 {hte 

换 名 话说 ,为 了 分 解 和 重 构 的 虽 的 ,两 对 序列 


[人 9) Cha}, tg,)) 
的 作用 可 互相 交换 ,如 果 TWT 的 信息 


(WD ogy) : jk € ZZ) (5. 4. 39) 
用 IWT 的 信息 
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> k 1 , 


RE. TED A E P RO RR”, BUE BT U Ei 
RPA MT - 

在 下 文中 ,我 们 只 讨论 把 区 作为 基 小 波 使 用 的 公式 55. 4. 39) 
中 的 TWT。 对 于 作 - fe UR). S 是 对 一 个 固定 的 NE 加 的 
FEV, CRSA. TOP A — VOR AS IE et 
影 ， 我 们 可 以 把 Vs 看 作 “ 抽 样 空间 "而 把 fy 看 作 了 在 六 上 的 “ 数 
Bh” CW (AD. ALY 


=Wy ott + Wye Fy (5. 4. 40) 


对 于 任何 正 整数 fy 具有 唯一 分 解 
fa Cx) = guka) + Gw—2(2) 
+ we + Gn—u bE) 十 fy- wu Ct) CS. 4, 41> 


其 中 
Ja € Wis i= N — M,y---,N — 1 
. . (5. 4. 42) 
Srur) € Fow 
我 们 写 出 
GE = DAG EV 
| r (5, 4. 43) 
而 有 t= (ck EZ 
和 
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C5. 4. 44) 
页 有 中 :一 {d ke Z 


PERAG 4 41) 中 的 分 解 唯 一 地 用 公式 (5. 4. 43) 和 (5. A 4d 中 
的 译 列 叫 与 是 确定 。 重 要 的 是 要 注意 


po = D plr 一 K) 


: r- k Í 
di = Hafo Garz 
是 征用 # 作 为 基 小 波 的 的 1WT 的 值 .注意 ,公式 (5- 4. 41) 中 的 
分 解 是 数据 相关 的 ,在 下 面 讨 论 的 小 法 分 解 与 量 构 方 法 中 ,将 分 其 
{i FA FAO 9 COAT" RCS Fear "ed, 
A T fete PT ee CAE & OE fel) SERIA) SAIS 


J), j,k €E ZZ (5.4.45) 


(5. 4. 46) 


Epig Sh.) Ol SEA RS OG =o: Go 的 两 
尺度 序列 (网 公 式 (5. 4. 4) 与 (5, 4.27)3》。 因 此 ,定理 5. 16 中 的 分 
Me AACS. 3. 16) 现 在 变 成 


022-1 = SY) la dlr B+ hp EY}, 


; | LC IZ (5.4.47) 
我 们 现在 推导 第 -- 章 公式 (4. 6. 9) 和 (1.6. 10) 中 陈述 的 分 解 和 重 
构 算法 。 
O 分 盘算 法 
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< ‘ (5. 4. 48) 


证 明 应 用 分 解 关系 公式 (5.4. 47), 有 


(一 Welor — D 


< 二 
一 ei to z C2 Tgr --- k) 
+ bs (27> lp one - ky} ] 


一 > { 人 ,or aa》 (2'e 一 $) 
+ Sb cl pO 2 — 5) 


H 此 ， 由 分 解 FEED = f, alrt) 其 中 f- 与 p- m EE 
公式 55.4. 43) 与 (5. 4. 44? 中 用 G1 代 炮 ;给 出 ,由 此 得 到 


Dat 2a a? — Ch 7} OC 27 lx — k) 


+ D (Dead — ya's — k) = 0 


PRU SAO t AEZ) {fia RE Z) AP RETRE R 
VaN W- i O RRNA GS. 4. 48), @ 
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GD WRA 


c= D ipeni) + yd! (5. 4. 49) 
t 
F Da d" "| gt 
` `u 
c“ 时 -~ cote 四 一 pae c” 


证 明 ”应 用 两 民 度 关系 公式 (5. 3.2) 与 (5. 3. 0,8 


f,- £x) + g; lr) 
= De ote -D + Te — 1] 


= Die Daor — 2l — k) 
t + 
+ di! Sq, or- A — k)] 
+ . 
= SS ae + an) SP — k) 
t k 


DO a 十 Qadi 3 |} oC 2x — $) 
k i 


I 


(Os, REZ? AY O BRE FGETS BIA CS. 4. 49), © 

注意 ,除了 在 分 解 中 需要 "向 下 抽样 "和 在 重 构 中 需要 * 癌 上 抽 

样 " 外 ,分 解 与 重 移 算 法 都 是 移动 平均 方法 .为 了 向 下 抽样 ,我们 只 

保留 给 出 序列 的 每 隔 一 项 。 更 确切 地 说 ,在 公式 (5. 4. 48) 中 ,只 保 

留 偶 指标 项 ,而 卫 这 信和 输出 序列 的 ( 偶 )? 指 标 被 减 半 。 为 了 向 上 抽 

FE ,和 在 移动 平均 方案 应 用 之 前 ,在 输入 序列 的 每 两 个 相 邻 项 之 间 放 
+2165 


入 一 个 零 。 更 确切 地 说 ,在 公式 (5. 4. anD p AA SEP 
(é } 的 指标 用 2 乘 , 并 且 在 新 输入 的 序列 中 零用 作 具 有 麻 指 标的 
项 ( 见 第 四 章 中 算法 47 的 公式 C4. 3. 11))， 


5.5 线性 相位 滤波 

尺度 函数 和 小 波 能 够 看 作 涉 波 范 数 。 如 果 空 间 CIR RA 
AR ARBRE BN RMS HSE. HA POR Wt 
MRA ,那么 抽 一 个 模拟 信号 FC LIR }) 的 样 可 用 某 个 “抽样 空间 ” 
[的 吾 近 (这 可 以 是 插值 也 可 以 不 是 插值 ;来 实现 ,其 中 WW 应 该 
选 得 充分 大 以 避免 炙 抽 样 。 必 须 强 调 指 出 ,即使 应 用 一 个 数字 抽样 
过 程 . 已 抽样 的 信号 仍然 是 一 个 模拟 信号 ,虽然 fy. RAK 
(5. 4. 437 摘 述 的 那样 具有 用 一 个 尺度 函数 的 级 数 表 示 , 其 中 系数 
序列 属 二 {oc 可 借助 于 数字 抽 祥 公式 表示 ,例如 ,如 困 有 其 有 节点 序 
到 27°22 的 on Gy At BOE REE] PS A PEE SE] VY AY A 一 
个 有 限 移 动 平 均 过 程 就 能 够 得 到 系数 序列 ,以便 给 出 前 章 中 分 
闭 在 4.5 节 与 4.6 节 中 研究 的 了 的 所 插值 或 插值 上 六。 在 任何 请 况 
下 ,f 的 模拟 信号 fe Cb 现在 能 够 像 公式 (5. 4. ALR ESP H 
hatte i= NM NL (OR HES I SRE Rm 
APE fs A ERR aR, RP ERRAT ARRE, 
ERREG f; HPRMBRRDKHE RE HARPS WwW H, 
LAGE SF Sr OT. OG, TE aE a A A 
fa ,我们 通常 可 以 获得 本 质 的 保 在 。 所 谓 本 质 的 保存 ,我 们 真正 地 
是 指 ,在 每 个 子 室 间 wW, 中 除去 很 小 的 幅度 信息 之 后 ,更 少 的 数据 
信息 被 存 情 或 传送 ,而 且 重 构 算 法 在 后 边 能 够 用 来 给 出 原始 信号 
的 一 个 好 的 并 近 。 当 然 , 有 许多 更 重要 的 类 似 性 质 的 上 应用。 然而， 
因为 每 个 分 量 9 已 被 改变 ,所 以 我 们 不 再 具有 完全 的 重 构 , 这 样 ， 
必须 特别 注意 可 能 的 失真 。 重 构 的 信 叶 只 不 过 是 -个 小 波 级 数 , 它 
是 线性 沪 波 的 一 个 结果 。 因 此 ,如 果 滤 波 器 具有 线性 相位 ,或 者 至 
少 具 有 广义 线性 相位 ,失真 就 能 名 人 避免， 
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EM 5.25 $ FE LORD, MAA SRA de he RE AY 
Fourier F k A 


Feo = floe, Paka (5.5.1) 
EPaAARTRF RL GH ORK, HO MSPAAA RS 
th Fee ho RB 

flo) = Floe t, 几乎 处 处 (5.5.2) 
ERP FOQA-PRiLG MARR HR, OAS 5. 1) 和 
C5. 5.2) 中 的 a 黎 为 的 相位 。 
例子 5.26 m BAe BE Na BY Fourier FRA 


. sin CD ne 
Nalo) 一 | z e 
| 2 


给 出 ,因此 ,MN 其 有 线性 相位 ,并 且 ON. 的 相位 是 m/2。 
eM 5.27 Aian EU fe AC") R 49 BR Fourier F RCH 
Fourier AA., MAAR) HL R "e 


Ate“) =a [Ale eT, wE R (5.5.3) 


KP MES mbH ORK. BM SHR AS XB He 
4h” to KR 


Ale = Fl@e Ce, wER (5.5.4) 


对 于 某 个 实 值 夯 数 FO) METH RVER ME, BAC. 5.3) 
(5.5. 4) P bti m AK (ay) AEH AG Fe 
FHRRASHA AT MRE BRS PORE. 
a] 5. 28 
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D PBR FEL URI ADK (5.5. 2) 意 义 上 具有 广义 线 
性 相位 ,其 中 dE IR , to Bit te ez 在 


efla + wx) = e* fla —x, ZER 
(5. 5.5} 


意义 上 是 关于 a Mae" ag, 
GD 一 个 序列 (as EL APACS. 4) 意 义 上 具有 广义 线性 


HAR LP ny EZ fe FE IR to HAS deo {ea fe 


ea“, = ean as ne ZZ (5.5.6) 


意义 上 关于 m “patik ih, 
证 明 “假定 7E 天 (了 ) 满 足 公 式 55.5 2). BA 


f(s 一 =| j Floe T t edo 
2a) -æ 
或 等 价 地 
Brea a = 去 | (Yee 
er fa r) = on _! Cade” "da (5.5.7) 
因为 Fo) 是 实 的 ,所 以 论断 公式 (5. 5.5) 通 过 使 公式 (5. 5.7) 中 表 


7B UH Bt i A SS eT 19 
相反 MRA. 5. 5) 满 足 , 那 么 取 其 两 边 移 Fourier 变换 产 


生 


fie = | fla 一 rje "dr 


=o 


= ef ~ fla — xed 


— eo” Fla em 
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困 此 ,这 个 量 是 实 的 ,而 公式 55. 5.2) 通 过 设 这 个 实 值 函 数 是 Fo) 
就 可 得 到 
GD (sigh EL 满足 公式 (5. 5.4. PARA 


eb tO aCe) 一 F(a) — Fo — eet) ace) 
或 等 价 地 . 
| fe ~) = e “Ale ™®) C5. a. a) 


由 此 ,论断 公式 (5. 5.6) 通 过 比较 公式 (5. 5. ap eM 的 系数 就 可 
得 到 。 


相反 ,如果 公式 55. 5.6) 成 立 , 那 么 就 有 公式 55.5.8) :因此 


eet! afew) — eeto A (e~*) 


TE MIP RBA RE Fo 。 这 就 得 到 公式 05. S ao. O 
附注 公式 (5. 5.5) 和 (5. 5. 6) 中 得 到 的 <“ 斜 对 称 " 概 念 不 是 很 满意 
的 ,因为 必须 复 共 辐 。 然 而 ; 当 了 x) 是 实 值 时 ,很 明显 ,为 了 
(5.5. 5 成 立 ,e” 必 须 也 是 实 的 ,成 者 5 一 1723m H A kE ZZ, 
AN. 284005. 5.5) 蛮 成 
(1°) fCata=fla—2), sElR (对 称 性 ) 或 
(2°) flata)=--fla- 2), ER (反对 称 性 ) 
当然 ,类似 的 结论 对 于 实 的 上 序列 能 够 得 到 。 
定理 5. 29 
CG) 一 个 实 值 函数 了 ETL 于) 具有 广 沁 线性 相位 如 且 仅 如 它 
(关于 主 的 相 住 ) 是 对 称 的 或 反对 称 的 。 
GD -ARAR ia ECERAN H Wite d E 
(关于 {4,} 的 符号 的 相位 } 是 对 称 的 或 反对 称 的 。 
线性 相位 的 表示 特性 有 点 强 。 然 而 ,由 于 前 边 的 讨论 (详细 地 
丸 附 注 ), 现 在 从 考 弄 实 值 的 阻 数 与 序列 .还 有 ,因为 一 个 两 尺度 序 
到 的 相位 特性 直接 影响 相应 尺度 函数 的 特性 ,我 们 给 出 线性 相位 
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序列 的 下 述 特 入， 
引 理 .80 一 个 具 育 符号 Ae MRE CRA SAREE 
eA RED MEGA Ale De EMG, BH, AT 
EF 
这 个 结果 的 证 明 是 容易 的 。 然 而 ,如 果 序 列 是 有 限 的 ,那么 可 
再 说 - -点 。 
引 理 5 31 一 个 具有 支撑 [0,NJ] 的 实 值 有 限 序列 (4.) 有 线性 相位 
de Hig te F it 40 ae 
Ci) ay_weay, RE Ze 
(i) AF 


A(z) = Siaz 
a=0 


EEA LRA BRR SL, 
TESA 根据 引 理 5. 30, KAA ARIF Pil {a}. 2 = 0, e, N, TTR EA 


位 如 月 仅 如 存在 某 个 为 €© 志 如 ,使 酒 数 
Flo) :一 AT e" 


2S AW BRE S. BHM. BR. FoF 
于 : 


x 
w ue" — Ate”) 一 en’ Ale muy 
a= 


ga, 


N 
一 wes . cs ; 
> Im —n} > 
一 ae" nta oa a2, se 
a= 


=i TA 


而 这 个 公式 也 等 价 于 to ZN 和 mr- 一 局 ,对 于 所 有 EZ HA, 

实 值 函数 zKe) 不 变 号 如 且 仅 如 它 的 实 零点 (如 果 有 的 话 ) 是 个 阶 

By Jk LE PRUE ACER ERATE e 
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地 夺回 到 研究 尺度 画 数 的 格 位 特性 。 
定理 5.32 SOR—-PAAARAPA RI EË AREAK, T 
HP PHP AEM ARAR GS. MA 

D OA X RAE Aa te BR eo 


Piz) = 2 ™P(z), |z| = 1 (5. 5.9) 
对 于 某 个 ELM MS: 
GD 区 具有 线性 四 位 如 县 仅 如 
Ple >) = | Pte) je (5.5.10) 
LP MESH, 
证 明 ”如 果 #$ 具 有 广义 线性 相位 ,那么 ,根据 定义 5.25, 对 于 荣 个 
实 值 函数 Flow) Al — ie aE R, RNA 


Plo) = Floe tE, 几乎 处 处 


uk da) = Fae FED FILER OER, 


Pe) 一 ofa) = ger? Fi) 
F (3) 


* ie 


Oa) 


= ow £62) — epee) 
ap? 


= 2225 


REN ie cena arene e 


Ti HAEG. 5. 3) 成 了 并 ,号 外 ,如 果 #8 有 线性 相位 ,那么 用 定 风 5. 25, 
有 3 一 0 和 F(tw} 不 变 号 。 因 此 ， 
mf? O olo) wo Ce? 
Pe ) 一 lorD ° F(a/2) 
一 gE} Flo) 


F(af?) 


= em | P(e?) | 


该 式 与 公式 、5. 5. | 0)…- 致 。 


da) = | [prey (8.5.11) 
bei 


=s (I P(e7 2) pane 
=l 


= Sene te 
因此 ,函数 
Fla) :一 ene Alo) 
SHAY HHA 
bla) = Floe "i" 
所 以 5 具有 广义 线性 相位 。 如 果 假 没 公式 (5. 5. 10) 成 立 , 那 么 就 有 


bo) =] TPC) 


k= 1 
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本 加 . 
— | Jre? 3 | ey 
k=l 


=| d(w) |e (5.5.12) 


所 以 6 共有 线性 相位 . S 
附注 出 引 理 5. 28(0 与 上 述 论断 可 得 出 ,一 个 尺度 函数 s 有 只有 广 


义 线 性 相位 ,必要 和 充分 的 是 4 关于 某 个 mE Z É 


由 ng + 2) = or 2), 几乎 处 处 (5.5. 13) 


意义 二 足 * 斜 对 称 ” 的 。 事 实 上 ,因为 & 县 有 广义 线性 相位 .公式 
(5.5. 外 成 并 ,因而 有 有 (5.3.117 ,所 以 8(0) =P Cade OW 对 于 其 个 实 
值 函 数 Co) FUE mE +z Toa. FM 2S 005. 5.13) 由 引 理 
5.28) 79, TAR A816 AF ALA. © 
SUE A BE PA po EKHAR BY BZ, AY HE 5. 32 
与 引 理 5. 31 :能够 再 说 一 点 ,如 直 述 定理 。 
定理 5.33 和 令 g 是 一 个 实 值 尺 层 画 效 , 它 的 两 尺度 序列 { ALA 
XAPLO,N 89 —P ARK AA, BZ 
G) 6 具有 广义 线性 相位 如 且 候 如 对 于 所 有 +EZZ 有 
Pua Pai 
Ci OL ay ik dette Bie toe PIA n A op, =p, VAAL 
于 单位 图 上 的 两 尺度 符号 PARSE OR AO, A 
HE 
Frit FE — Ah ek AA FETE s AT a AUE S SE RE 
TS e. 例如, 如果 尺度 函数 和 具有 广义 线性 相位 ,那么 用 两 尺度 
KE pod=Ole “dla Mae M 5.25 与 5.27 可 得 到 ,站 也 有 广 
交 线 性 相位 ,只 要 序列 1 只 有 广义 线性 相位 ,并 且 类 做 的 结果 对 
王 小 玻 的 线性 相位 特性 也 能 作出 .当然 , 像 在 4 的 研究 中 那样 ,通过 
更 仔细 的 分 析 才 能 说 得 更 清楚 点 。 “ 
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例子 5 34 SIE — hy ae ay BERN, 和 它 相 应 的 Haar 小 波 
plr) = ppr) = N C27) A C2r—-1 CM AKO. 5.7), 1.1.16) 和 
例子 3. 27。 由 例子 5. 26, 可 香 到 NY, 具有 线性 相位 。 因 为 的 两 
RETS @ E 


1 各 i 
Qi) = rae -- 2) = (sin ae 


(3. 5. 14) 


其 中 cme" ,还 可 看 到 


hlo) 一 QIN) = 一 一 一 一 e Tp 


内 有 广义 线性 相位 ,但 是 不 具有 线性 相位 。 

注意 , Haar 小 波 办 二 加 是 一 个 紧 支 撑 正 交 小 波 ( 见 公式 
(1.1.16). A PRBS. eRe oy BAAR ENE AE 
交 小 该 ,使 它 的 相应 尺 庶 沿 数 具有 广 沁 线性 相位 。(- 一 个 正 交 小 让 
与 它 的 相应 正 父 尺度 函数 之 间 的 关系 将 在 下 节 以 及 第 七 章 中 
讨论 。) 
定理 5.35 JRA 2207 FIRMA E HS 


x 
O(a) = D por — k), popy HO (5.5.16) 


k= 0 
1291 —-P RA GH MAN HN, 5 a= Blas 一 大) 
Pk} RAMP BED GE RG, BE GER. 
of. 


ola -+ r) = pla — 2), TER {5.5. 179) 
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意义 上 是 圭 对 称 的 ( 见 在 引 理 5.28 PARC. 5.5, Beaks 
是 一 阶 基 数 BE 。 
证 明 照例 , 令 


< 
Pts) = 5 > jp 
上 一 日 
和 z=e t, FEARG. 5. DT 
OY = Ple) JESE wo EIR (5. 5. 18) 
另 - -方面 ,论断 公式 (5. 5.47) 等 价 于 


alae” = lode, wo € IR (5.5.19) 


因此 ;由 公式 (5. 5. 18) 与 (5.,5.19), 有 


PG) = plo) — pome olo) — 2 P(x) 
7. * | 
La z? og? 


对 于 zl= 1 成立, 因为 Po) 是 一 个 具有 非 零 首 项 系数 与 非 零 常数 
项 的 多 项 式 ,由 此 得 到 24 一 六 ,所 以 


Pz) = < *PC:), l=] (5. 5. 20) 


FEC FRR O 一 如 AEZ ERTIES. 根据 定理 3. 23, 
这 个 假设 等 价 于 


>) lèw + 2nk) |? = 1 (5. 5. 21) 


k= =r 


因此 应 用 公式 (5. 5. 18) 得 到 
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[PED ||P alia, lz] = 1 Aten 
这 样 FAN TRS. 5.20) 代 人 公式 55.5. 22)7 中 ,就 有 


(Pod Co DEE YP =e, [ep =) 
(5.5. 23) 


回忆 5. 2, A eB — Pp mM. DANO. 因此 ,由 公式 
(8. 5. 23) 和 假设 凡夫 0, 看 到 N wh eR ta. HE 


1 ， 
| 7 


C5. 5. 243 
| PO = FD pan 
SBE aS E ut 
P(z) = P(e") + 2P,¢(2*) (5. 5. 25) 
并 且 由 恒等式 (5. 5. 22) 得 到 
[P.C2) |? + [PC |? = + [z| = 1 (5.5. 26) 


因此 ,应 用 公式 (5. 5. 20) 与 (5. 5. 25) ,得 到 
Piz?) 十 eGD = Pz) = z" PG) 
= 2° FPC) -+ zP, ] 


= APA +r PIP, fal = 1 


因为 Nv HL Ot BY AR RARR OP BA SS 
PŽ) — a PA 
P = T P, zl = 1 
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所 以 
上 (| 一 PC |z|=1 
将 这 个 恒等式 应 用 到 公式 (5. 5. 26) 中 得 出 


PD =S PG s je] = 1 (5.5.27) 


这 是 不 可 能 的 ,除非 只 SP, a PT 


P) = 5 Cp, 十 pre), NN 是 奇数 


(为 检验 这 个 断 衣 ,可 以 简章 地 把 公式 (5.5.27) 展 成 多 项 式 并 且 比 
较 z 的 相同 次 知 的 系数 ,) 因 为 ($0 k o RE ZZ} Se RE ie R 
Sp RL PCL) -=1 与 P( 一 1 一 0( 见 公式 (5. 1. 129 05.1. 139). 
所 以 


Fie 


bwt 


ION 


= = ah 2" o 
dco = JEC 全 J = li—e 
上 一 1 


{ 见 和 例子 5.3)。 因 此 ,根据 公式 (4.2.9),; 我 们 得 到 


> | olo + 2k)’ = 


i ape b= — oe 


Cw + 2nk)? 
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sin lo > | 


(5. 5. 28) 


N’sin® > 


现在 ;由 公式 (5. 5. 21) 得 到 N=1, EP Pz) =P= (1-2) /2. mk 
者 4 是 一 阶 基 数 BREA NOW 5.275). e 
附注 BRAM. 5. 17? 中 只 假定 % 是 斜 对 称 的 ,但 已 证 明 , 它 是 
实 值 的 ,因此 6 实际 上 是 对 称 的。 定理 5. 35 指出 ,生成 一 个 单位 划 
4+y FURR YG IE ZEW (oC + -- ks RE ZANE A RIERE A OG a 
ABFA TC EA iz SE LP Ah EE REE Pk HI RY 
Leok-++ 1 ARETE B® 


5.6 紧 支 撑 小 波 

本 节 的 日 的 是 研究 只 有 紧 支 撑 小 波 的 结构 .已 像 在 前 节 的 讨 
论 ,在 入 号 分 析 中 需要 线性 相位 滤波 器 的 局 发 ,我 们 特别 感 兴趣 的 
ERM Reb ok. (回忆 5.5 节 . 对 于 任 一 实 信函 数 了 ,对 于 某 个 
5E 下 ,esf(z) 是 斜 对 称 的 如 且 仅 如 上 是 对 称 的 或 反对 称 的 .) 遵 特 
像 在 5. 4 节 中 研究 的 对 于 构造 小 波 的 策略 ,我 们 考 号 一 对 容许 的 
MRES P=P, 与 8' 二 G3 ,它们 在 


POGO + PC— 2)G(—-z=71, fel =1 
(4.6.1) 


BY EEA AAR. EP g*a =6C2), | zl = 1 CULE YY 5. 18,2 
GADAG L D). TE NR y HEKI E 
Po) = Ge) WS) 
i (5.6. 2) 
Ca) = H (e~*!?) aD) 
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SV ERAMR RRS Me O=, [2|=1.R OS AB 
任意 的 ,但 是 必须 由 公式 (5. 4. 1) Ae EE AN, 


(Q(z) = zal 2aKG*) 
H(z) = 2PC DKT, lz|=1 
其 中 天 属于 Wiener 类 3, 而 对 于 |z|= 二 1 A Ke) AO, BOP 
分 别 用 6,%$,$ 及 这 生 成 的 空间 {5,) PR T: 


(5. 6.3) 


CRICK CGC. 
- 《5。 6. 4) 
Pare ly rw, JEZ 
PCP CC 
(5. 6. 5) 
Via = F+ Wi jE Z - 
和 

VLF, j€Z 

N (5. 6. 6) 

FLW, JEZ 


ASh BARE C5, p) Ce, PFE 


jE 


所 


[< mE 
(5.6.7) 
意 久 上 是 对 偶 对 。 细 节 间 题 已 既 在 5. 4 节 中 讨论 过 了 。 
首先 研究 半 正 交 小 波 的 结构 ,特别 蚌 正 交 小 波 的 结构 《 见 定义 
3. 22)。 由 定理 3. 25 BOL A ABE RNB et AER v E 
成 空间 WW, 与 WY, 7 ZZ, SY BL, FP ZZ 成 
ah, Al RGSS. LD RA VHP, 对 于 所 有 GE ZZ 成立, 所 以 


尺度 函数 gp 和 它 的 对 侦 # 生 成 同样 的 MRA。 事 实 上 , 回 到 定理 5. 22 
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I ee rem me 


的 证 明 ( 见 公式 (5.4. 21) ) .我 们 发 现 ,% 的 ( 唯 --) 对 侦 8 用 
blo) = $m) ooo 
DS) | Bw 十 Qak) |? 


给 出 (对 于 对 侦 半 正 交 小 波 , 见 公式 (03. 6.13))。 现 在 ,我 们 把 注意 
力 集 中 到 县 有 有 限 两 尺度 序列 {3.; 的 尺度 函数 6, 即 


(5.6.8) 


x 
g(z) = X p 622 — n), pep FO 
a=0 
Hae SP NSN, 如 在 5 2 节 中 研究 的 一 样 。 由 公式 
(5.2.24), (5.2. 25) Æ (5.2. 30), 回忆 关于 上 的 广 六 Euler- 
Frobenius Laurent Æ 1i zk 


BC 一 局 GD) DI EEE 


了 二 -一 


= D, | oS + 2x6) |? (5. 6. 9) 


k= 一 ce 


.其 中 z 一 e-™?, 在 1z| 一 1 上 没有 零点 也 没有 极点 。 因 此 ,出 公式 
(5.6. 8423] 


a 1 a 
dle) = FO $e®) (5.6. 10) 
AR Wee HER om BOA RY RORA EE BRE 8(z) 是 一 个 正 
BK. DRE RGR. CAR. STOKER ME 加 仍然 可 


WAGE eH ORG. RIDIRE S G' 二 G3 。 这 个 
很 容易 应 用 公式 (5. 6. 107 和 % 的 两 尺度 关系 做 到 如 下 : 
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| o l ee 
olw) =A olw) Ea < aC 9 2 
E) ,Lt 
Bey O OCD? 
所 以 
E FY oe H(z) ~ — poi? 
a Cz) = Ay > 2=e (5.6. 11) 


还 容易 证 如 ,对 于 这 个 G GO SE AAS. 6. 1) 等 价 于 对 十 
D X Euler-Frobenius Laurent 多 项 式 的 恒等式 55. 2.31), MA., H 
定理 5. 19 与 公式 55. 6.11), 任 一 关于 尺度 函数 6 的 小 波光 的 两 尺 
RERS Q H 


Q(z) =G 1)KG*) (5.6.12) 
si ECZ 2 P(— 2) 2 
-Kz 
BD C2") 
oe dt Sip A CO TF ici = 1, A Ce AOC MATES. 6. 3070, A 


样 ,我 们 在 的 选择 方面 就 有 一 些 自由 ,特别 是 ,具有 最 小 文 撑 的 
小 流通 过 选择 容许 的 玉 E ia F =l A KORE 
到 ,以 便 台 是 一 个 最 低 次 多 项 式 。 我 们 不 打算 在 一 般 情 形 寻 求 进 
- 步 的 结果 ,而 只 拖 述 由 定理 5. 11 与 5. 12 关 于 最 小 支撑 尺度 函 
数 的 两 广度 符号 的 结果 对 此 人 赋 究 是 有 用 的 。 对 于 兵 度 函数 基数 B- 
样 条 的 详细 研究 将 在 下 章 的 6.2 节 中 给 出 。 

因为 是 一 个 在 |: =1 上 既 没 有 零点 也 没有 极点 的 Laurent 
名 项 式 , 可 以 在 公 让 (5.6.12) 中 选择 让 (#2) 二 一 码 { 引 ,所 以 对 于 紧 
支撑 六 正 交 小 波 ERA eR EAS OW" 分 别 用 
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| Q(z) =- zB- 2) PZ z) 
an eo PL 2) (5. 6. 13) 
| HO) = e Se 


给 出 ( 见 公 式 (5.6.3).& ARPER., mA EARR KE Aa 
国 蚌 ,这 个 规范 化 与 Haar 函数 的 公式 化 是 一 致 的 ,注意 ,如 果 玉 
At Pp RR BAR Ee RRR A REE. RARER 
HERT. 在 公式 (5. 6. 13) 中 ,选取 的 一 个 优点 是 , 它 很 容易 确 
DR PEMA MAA. BL. A Laurent 多 项 式 
ECODOR ARIEI Se BT BRAY CSR CS. 2. 26) C5. 6. 99), BRAS 
(5. 6. 13 PSA COM RRA BEATER. FEAR 
ESH BARAR EA EFAG 6.11) 与 (5. 6. 13), 同 
样 的 缚 论 对 于 E 与 H* 成 立 。 特 别 是 ,对 于 实 序 列 , 应 用 定理 
5. 32G)-9 5.33, 4718 FRA. 
定理 5.36 Ap RAR MSOs — PAIRS HRA AE i 
尺度 序列 。 男 站， 令 OSS PSNR A AAC. 6.13045 
C5.6.11) 痊 于 前 两 尺度 符号 OG 与 及 “的 半 正 交 小 波 , 对 偶 尺 
ABS RBA Ama PER DR GAA RRR. 
外 与 PARMAR MY HAM AY ELAS CREME, 
FH SRK REE eR TE eh HAI HE 
de. Pte F266. 在 


lole kV tk E LZ} 


意 关 上 是 一 个 正 交 族 。 对 于 这 样 -一 个 由 由 公式 (5.6.9) 得 到 ,广义 
的 Euler-Frobenius SHL f(a) 是 常数 1。 因此 ,用 从 起 (5.6 13), 
有 


Q(z) = -aP z), |z]=1 
因此 ,如 果 % 的 西 尺 度 关 系 用 
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a(n) 一 D npr — nd, Pope FO 
a=) 


ath ABZ ES) + HUARERE 


en) = D, C= Dp, Cr n) (5.6.14) 
aNd 

给 出 。 注 意 ,因为 对 于 # 与 的 系数 序列 :9.) 与 1 一 1)%. 收 具有 类 
似 的 相位 特性 ,由 定理 5. 855, 预 计 紧 支撑 正 交 小 波 还 是 不 具有 广 
义 相 位 特性 ,我 们 全 部 用 公式 表示 定理 5. 35 如 下 。 
定理 .37 pRa O 6. 14 给 出 的 一 个 紧 支 反正 交 小 波 ， 
空 的 对 应 正 记 尺度 了 画 数 @ 产 生 一 个 单位 划分 。 人 假定 办 在 公式 
(5. 5. 17) 意 义 上 是 斜 对 称 的 , 那 名 及 必定 是 Haar HM py. 

因此 ,对 于 具有 广义 线性 和 相位 的 持 支撑 连续 小 波 画 数 加 似乎 
只 有 两 个 可 供 迷 择 的 方法 . 首先 ,可 以 满足 于 半 正 交 小 滤 。 这 肯定 
EITEM, ABU BRE ERY. FR. RITES 
弃 正 变性 并 日 寻 找 基 有 广义 线性 相位 的 紧 支 撑 %# 与 名 按照 在 5. 4 
节 中 用 公式 表示 的 策略 ,我 们 由 彼此 对 惕 的 两 个 容许 的 两 尺度 (多 
项 式 ) 符 号 P=P, 与 G0" 二 (G3 HA. (AHO HG 也 是 Laurent 多 
TMR AR-DA KREST). 

回忆 定理 5. 32,0 R AT AREH n E M ERM RER 
号 PM PRPAY mE 


P) =2"PG@), |z|=1 (5. 6. 15) 


( 见 公式 (5. 5.9) If m= 2x E FTL). H TEBET E 


SHES KAO MEME, RAT AE OM + 
凡 认 多 项 式 符 导 ,对 于 WATEREN. 6. 15) 。 在 
这 个 方面 ,有 下 述 结 果 。 
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定理 5.38 e PHP HG H=6GPARKH EMR HARA 
Laurent 多 项 式 社 号 ,使 PUR BA CS. 6. 15), AY 


Gz) t= See) + 2°"G" (295 (5. 6. 16) 


满足 和 G(z) 同 样 的 对 慢性 关 杂 ， 
PDG (2 + PC~ z2)6(— 2) = 1, jel =1 


(5. 6. 17) 
并 且 
GO = zs "Ga, |z|=1 (5. 6. 18) 
或 等 价 地 
aiao 一 az 一 1 (5. 6.19) 


证 明 很 明显 ,G, 满足 公式 (5. 6.18), Bae b.wt le|—1,4 


Gy (2) =G6,(z) 


一 


(G 十 2°G"G)) 


1 


| ea| 


= {6 (2) + Aa) = iale) + zG" Ceta" 


~| 


= 2", (2) = z GT (z) 


为 验证 公式 (5. 6. 17) ,简单 地 使 用 公式 (5. 6 15) 与 (5.6.1), 并 得 
到 


PDG (2) + PC— 2)G C 2) 


一 HPOL + 2767 (2)] 


+ PEC 260-2) 4+ (— 2) Te a 
= IHOHO + PC DGC- 2)] 
+ [PC2G* (2) + PO 2G" (— 2)]} 


= RIRO + P(— 2)G(— z) j 


+ POG EPO DeC 2)])} 


] 
= 了 G 十 TD) 一 1， |z| =1 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 e 
TH, Ae Sea fa PAR, AR 义 
线性 租 位 特性 公式 C5. 6. LS ARG 


Ple-™) — oP (eM) ， ER (5.6. 203 


525.39 A PARAR ARa Laurent FRA, CATH 
A mE ARAA GG D MARA AR ABRUPT md 
Hopes FRA Pte 


gT p (cosa) s 


AT 4B rm 
e "(cos DP, (cose) ， am 


(5.6. 21> 


证 明 由 假定 公式 (5. 6. 20) ,可 看 到 en PETE o A -- TP AR 
KK. EE WE m 是 -- 个 侦 整 数 ,那么 e”**PCe™*™“) 是 一 个 2x FEL 
的 函数 ,所 以 是 coso 的 一 个 实 的 多 项 式 。 这 对 于 偶数 严 就 给 出 公 
式 (5.6.21)。 另 一 方面 ,如 果 只是 一 个 奇 整数 ,那么 在 公式 
(5.6. 20) 中 选择 o=a, Be P( 一 1) 二 一 PC 一 1); 所 以 PC 1) = 
0。 因 此 ,对 于 某 个 具有 实 系数 的 客 项 式 Po 可 窟 出 


P(e") = 
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Pa = Ap Sree z) (5. 6. 22) 


公式 (5. 6. 22) 代 到 公式 55. 6. 20) 中 得 到 
Pye") = PP Ce) 
现在 ,因为 -1 基 偶 数 , 对 于 某 个 县 有 实 系 数 的 多 项 式 F, 有 


Pile”) = eine Def2p (eos) (5, ü. 23) 


因此 ,把 公式 (5.6. 23? 代 到 公式 55. 6. 22) 中 ,对 于 奇数 mF 

公式 (5.6. 21). o 

除了 在 引 理 5. 39 中 的 结果 外 ,回忆 一 下 ,作为 一 个 两 尺度 符 
BP 可 写作 


P(z) 一 et YPG) (5. 6. 24) 


APP, 是 县 有 实 系 数 的 一 个 Lauren 多 项 式 , 满 足 

HFE: RETER. 

51 5.40 4+ PRALAR AME —P Laurent $ AAR BARA 
(5. 6.209. 与 (5. 6. 249~(5.6.25), MA (em -Dez A PREM, 
# E 


P(e*) — eTe Cogs T'S Ccosw) (5. 6. 26) 


EFSER RAMAS TA, AA 
S(t) =1 与 5S(- 一 I) Æ0 (5. 6. 27) 
证 明 由 公式 (5.6.24), 丰 
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P(e~*) = e "i(Ccos 5) Pre) C>. 6. 28) 


因此 ,用 公式 (5. 6. 20)》 ,得 到 

Ple ™) = er 8" P(e) (5. 6. 29) 
BGI nDe., REHE, Om OB AWB. 
知 我 们 前 边 看 到 的 那样 ， EHA oom 的 公式 (5., 6. 299.P,(— 1) =0, 


这 与 公式 (5.6.25) 了 矛盾 。 现 在 ,因为 人 一 已 是 偶数 ,可 以 使 用 引 理 
5. 39 对 子 具 有 实数 系数 的 某 个 多 项 式 3 写 出 


P le WY 一 pT mW SF ogg ey) 5. 6. 30) 


FAG , 沦 源 公式 (5. 6. 26) 通 过 把 公式 (5. 6.30) 代 到 公式 (5. 6. 28) 
中 就 建立 了 。 另 外 ,根据 公式 (5. 6. 25) ,显然 么 趟 (5. 6.30) 中 的 多 
项 式 5 消 足 公式 (5. 6.27), @ 

ÈG E 5. 40, 可 看 到 任何 具有 实 系 数 与 广义 线性 相位 { 即 满 
EA CS. 6.20)) 49 RR (Laurent) 多 项 忒 符 屋 具有 公式 
(5. 6. 26) 表示 ,而 驴 是 具有 实 系 数 的 一 个 多 项 式 ,满足 公式 
(5. 6.:27?。 由 定理 5. 38 与 引 理 5.40, SRE RH 


Glo) = et (cos TF) SCcosw) (5. 6. 31) 
WEER E E (Gz) 一 G0z) ,|z| 二 1, 其 中 含 是 满足 访 (1) 一 1 的 一 个 
实 多 项 式 , 而 1 是 某 个 正 整 数 , 使 


世 是 一 -个 下 整数， 应 用 公式 (5. 6. 26) 与 (5. 6. 31) ,公式 (5.6. 1) 中 
的 对 偶 恒 等 式 变 为 
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(cos 5) SCeosm)8 (cos) 


+. (sin eee cosw)S(— cosa) = 1 (5.6. 32) 


另外 , 设 e—sin? (w/2) .就 有 cosw 二 1 一 2x。 因 此 ,如 果 定 义 
RG) t= SC — 22DA 一 22) 
那么 公式 (5.6. 32) 变 为 
(L — RC) 十 zxRCT — z) = j (05.6.33) 


所 以 ,现在 的 问题 是 给 出 实 多 项 式 REE. 
根据 Euclidean 算法 ,存在 两 个 多 项 式 4 与 8 使 


ZAD + C1 — 2) "BG = 1 (5.6. 34) 
我 们 写 出 

Al) = CHA — 2)" + AC) 
其 中 deg 4, KN 1; Hi 

B (2) = B(x) + Cer” 
因为 
ZO —«2)*% AA} + A — 2)* Bl) = 1 

有 

zA (Œ) = 1 — (1 — xz)*B (Cx) 
这 还 推出 degRON—1, M FESR A 5 8, AE 


fa” A le) + (1 7> zB Cx) = 1 


| (5. 6. 35) 
degdi Si N-- 1 H degh, SZ N— 1 
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公式 (5. 86.35) 中 的 多 项 式 4.62) Bx) 实际 上 是 唯一 的 。 事实 
上 ;如果 存在 另外 的 解 对 (#31, 总 ), 那 乏 差 (4 一 地 ,8B 一 总 ) 满 足 


YCA GO — AY) + CB) — BO) = 0 


其 中 deg (4, — 4,) deg (B, — By <N—1,A.4,—A,=0 i B,—B, 
二 0; 由 于 x 与 一 +)" 是 互 质 的 , 现在 , 道 过 交换 公式 (5. 6. 35) 中 
z 与 (一 x)》,4 与 及 的 唯一 性 推出 入 ( 丰 一 B(1 一 s)。 即 ,的 确 存 在 
唯一 具有 degA<s 交 一 1 的 代数 多 项 式 号 是 公式 (5.6.33) 的 解 .为 
确定 Ry RIEC ~ 2) “SREB TAA GG. 6.33), HAR x 的 项 展 
开 , 得 到 


RCD = = T] — aR, — x)} 


= [IN 二 1 ， 
=‘ Ti til — zR Cl — r) } 
k= 0 
xf 二 一 1 S 
=27| k x + A,(2) 
k=O 7 


“ VM+k-~1.. 
— RO 一 DDC ， Jatt 
=o 


因 为 R(x) 由 等 于 或 大 于 z 的 N KERE + itt ROAR EM AE 
是 


和 RASNI] 的 多 项 式 :此 有 R(x) =O, RE 
N-] [N k- 1 1 
Rx) = Di -i x (5. 6. 36) 
k=}. e 


这 是 公式 (5. 6 33) 的 一 个 * 特 解 ”。 通 解 一 定 是 Rx) 与 一 个 能 用 
za 整除 的 项 的 和 ,我 们 称 这 项 为 2*T(x) 。 因 为 这 个 函数 解 这 个 * 齐 
次 力 程 "(在 公式 (5. 6. 33) 中 用 0 代替 1), 由 此 得 出 了 满足 
“FCl—x)=—Ttr), HH, 

[row T 75%) (5. 6. 37) 
ly ‘= | — 24 = cose 


1 


--— y} 上 - 
R=) = Ral 


5 #) (cl s Fep cy) (5. 6. 38) 


其 中 Tal y) = Ce). AM, BAK CS. 6. 32), EB di 
SCp)8Cy) = S(coso)S (cose) AY FAA RE a A: 


~ SIN +k 1 一 
SPE = >， + e 
k= 0 k 2 


Yy (5. 6. 39) 
+ yr 


| PAS D= Tn) 


现在 写 出 对 于 上 阶 基数 好 样 条 的 一 全 ( 紧 冯 撑 ?对 偶 的 斜 对 
称 两 尺度 多 项 式 符号 G7 REAR. 
例子 5.41 AAR AE GT 是 


Pita 
EHR GI OF |e) =1 用 人 (2) 一 Gt2) 给 出 ,其 中 


Gale") : =e? (cos SYB Ccosw) 


= 241+ 


-一 et (Co 3 — HD 


OIN 十 一 
ln So 
t=O 
z a eset fot 20 
+ (sin 3) 7 Csin o} 


MN = 0+2, RBA SH=1 FS mal HARG. 6.395 
(5. 6. 26? 得 到 ， o 
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第 六 章 ”基数 样 条 小 波 


研究 尺度 函数 和 小 变 以 及 它们 对 偶 的 一 个 非常 通用 的 结构 已 
经 在 前 章 建立 。 在 这 个 方法 中 , 主 思 要素 之 一 是 多 分 辨 分 析 的 概 
念 , 这 不 仅 在 构造 方案 中 是 最 主要 的 ,而且 对 于 小 设 分 解 与 重 构 算 
泛 公 式 表示 也 有 是 必须 的 。 像 在 实时 信号 分 析 这 祥 的 应 用 中 ,例如 ， 
一 个 有 限 能 量 信和 号 《 即 《人 R} 中 一 个 函数 ) ,在 它 能 够 应 用 分 解 算 
法 分 离 为 小 波 分 量 之 前 , 它 必 须 瞎 射 妖 茶 个 抽 梯 空间 Fs 内 ,而 Vx 
属于 构成 一 个 MRA 的 巾 套 疗 列 全 ;}。 就 这 点 来 说 ,一 个 任意 mw 阶 
基数 样 条 空间 的 序列 iV7;.j 蕊 如, 是 17( 阴 ) 的 一 个 很 有 吸引 为 的 
MRA ,而 空间 COR ERAS ARI Pa EMER A PRS 
通 的 ，( 如 困 满 足 于 实时 最 优 阶 逼近 ,那么 在 4.5 与 4.6 节 中 研究 
的 拟 插值 与 插值 实际 上 是 可 用 的 ) .另外 ,基数 样 条 的 结 宰 ,虽然 很 
简单 ,由 在 4 2 一 4 4 节 中 所 研究 的 许多 需要 的 性 质 组 成 。 这 是 从 
它们 中 唯一 地 选 出 作为 在意 函数 如 信息 的 ( 非 参 数 ? 模 型 的 一 个 基 

本 章 的 此 的 是 借助 于 基数 互 样 条 用 公式 表示 小 波 并 且 研 究 
这 些 “ 样 条 小 波 " 的 结构 。 特 软 着 重 于 给 出 半 正 交 样 条 小 波 , 国 为 它 
们 的 显 式 表示 不 仅 便 于 这 些 特殊 性 盾 的 研究 ,而 且 还 简化 了 软件 
号 硬件 的 实现 。 
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61 插值 样 亲 小 波 

ZAL RURAR SJE ,至 少 在 显 式 表 示 中 ,是 Haar 小 
Bast. “AM CHAAR Ewe — ee BHA, 
Ril, 


eye) = NC27) — N Cz — 1) (6.1.1) 
而 另 一 方面 ,注意 在 
Parlz) = N' (2a) (6.1.2) 


意义 上 还 与 二 阶 基数 8- 样 条 入; 的 导数 有 关 是 有 意义 的 .因此 ,要 
求 推 广 对 公式 (6. 1. 2) 的 研究 是 很 白 然 的 。 为 回 管 这 个 问题 ,我 们 
首先 注意 ,二 阶 基 数 -PR N 可 看 作 是 在 46 节 中 引入 的 一 个 
基本 基数 样 条 。 事 实 上 ,公式 (4. 5.2)-(4.6.3) 中 所 定义 的 二 阶 基 
本 基数 样 条 函数 五 可 用 下 式 给 出 ， 


L,C) = N, Cæ 十 1> 
国 此 ,论断 公式 人 6.1. 2 的-- 种 等 价 的 叙述 是 
Pal) = Llr — 1) (6. 4.3) 


MERTA, DB, OY SB AE EAR DR ,确切 地 说 , 令 
DP ERE 4.1 节 中 引入 的 用 om 阶 基 数 8- 样 条 生成 的 DORA 


FSI, je Zz 《6. 4.4) 


意义 上 正 交 补 人 小 波 ) 空 间 的 序列 ,其 中 应 该 想到 ,围绕 正 屋 的 辐 较 
表示 正 交 和 ( 见 公式 (1. 4. 8) 与 (1. 5. 9))。 下 面 , 对 于 每 个 正 整 数 
mL, 案 示 在 公式 (4.6.2)-(4.6.3) 中 引入 的 m 阶 基本 基数 样 条 沙 


Pre) = LA Or 一 1) (6.1.5) 
EP Ly, 是 2m RARER, BAD, A 


Wy = elos, um < Ppi 2 ~ktkKEM>, Jew 
(6. 1. 6) 


意义 上 生成 (小 波 ) 空 间 WE ZZ, 

证 明 首先 证 明 grn 属于 和 898。 对 于 每 个 *E 罗 ,逐次 地 应 用 分 部 
积分 ,并 且 注 意 ,m 阶 基数 B- 样 条 N, 的 m KG RE 6 4b A 
数 平移 的 -一 种 线性 组 合 ,就 有 


< Nak *— n) ’ Dont > 


= f Nalt — LIR (2x — dx 


= =f ~ L,,(22 一 1NI {r — addr 
= > (一 jane | La ox — 1) 
2 (k — ra 


xX lz- n — kdr 


= > 二 (一 17) a On + Ok — 1) 
ræ 2 k Iml ER ; 


= 0 


因为 Lat 站 一 而 oy 如 ;因此 各, 
其 次 ,研究 Gyn BEF ON, (27 一) AEZ HEREZA. HM, E 
们 感 兴趣 的 是 研究 对 于 


Pin) = LEP Os 一 1) = Ss UN aCe —k> (6.1.7) 


k= 一 te 
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WOR Aa), MRRFRAARG. 6. 2) 中 同样 的 记号 ,我 们 可 写 
出 ， 


Dia) = S) PN, Ce H mo E) (6. 1.8) 


| — e 


男 一 方面 ,反复 应 用 在 定理 4. 3 中 的 基数 Be HR jE SFR Cvi), h 
此 得 到 


N&P Cr) = CANTD) C2) (6. 1.9) 
==- = (A"N,) Ce) 


ie ty 的 |x, (x — k) 


其 中 表示 公式 (4. 1.9) 中 引入 的 向 后 差分 算 子 。 因 此 ,由 公式 
(6.1.5),(6. 1. 8) 与 (6. 1.9) ,可 得 到 


Prom (0) == LI (22 — 1) = S Ch NO r — 1 +m — k) 


roo 


-一 5 dP y” 


k= on 


= N,Q n) 


一 一 cm 


are (22 -- +H m— ki) 


而 


q :一 " >) (一 a!" 


i=0 L 


omy (6. 1.10) 


相应 于 公式 C6. 1.10) 给 出 的 公式 (6. 1. nP RRR BE fa i] 
两 尺度 符号 现在 是 
« 246 + 


ci a ll) 


1 fa aa m ; m 
Q(z) = gD Qa 1) | M i 
— 2 "t+! m ~~ Cin) a 
= sl 一 z) > z 


# 一 一 c= 


其 中 由 公式 6. 1.8) 和 插值 性 质 L(t) = 4,5 得 到 


Fe 


> Eme 一 F a (6. 4. 12) 


m—l 


F,,(2) :— By (2) = > NigGa + De 


i= ant] 


= > { | NACk + aN, Cade 2 (6.1.13) 


f= 一 ce Tea 


是 关于 m 附 基 数 B- 样 条 入, 的 广义 Euler-Ftobenius Laurent & I 
式 ( 见 公式 (4. 2. 14), (5. 2. 24) 5 (5. 2. 25))。 在 桩 条 落 数 理论 中 ， 
其 中 带 有 整 系数 的 代数 多 项 式 是 非常 需要 的 , 像 公式 (4. 2. 18) 中 
的 2m— 1 Eff Euler-Frobenius 多 项 式 用 


Epp- C) := (2m — 1)12"7 'F (2) 


定义 。 因此 ,把 公式 06. 1.12) 代 入 公式 《6.1. 11) ,我 们 就 求 得 对 于 
两 尺度 符号 6 的 公式 , 即 ， 


„mtl 1 


QG) = yd > 2) FG) (6. 1. 14) 


注意 ,因为 定理 5. 10 中 的 中 ,所 以 Fn 在 单位 图 上 永 不 为 等 。 
HER N HARENS A 
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PQ) = Py G) = en 
给 出 ( 见 公 式 54. 3. 3)), 于 是 能 够 计算 公式 (5. 3. 9 与 (05. 3. LOD 中 
IRALE, 
| Pts) z) 
Nn,ot2) 一 det | ( ee) | 
P(— 2) QC(— 2) 
Ce ptg + 2) odd 2) 
2" tp, (— 2) ante C2) 
T (P@))? (PC ax 
„Ilac — z) Tlali 
; eT) 
YLE 2TL.@ 


(6. 1. 15) 


= 9" 
= 9l. 


rr mm 
=O DT FC aE 


其 中 应 用 了 在 定理 5.10 中 的 恒等式 (5. 2. 32) ,而 且 N sm, ky M 
-L =e 2" UR OR PPP, AW Fn E le; = 1 上 
KAR AE, HELA EBA 


An #04 fel = 1 
因此 ,由 定理 5. 16 表明 ,的确 完 成 了 定理 6. 1 的 证 明 。 © 
考虑 到 前 边 的 结果 ,我 们 研究 具有 节点 序列 二 到 且 在 所 有 整 
数 上 为 零 的 2m 阶 基数 样 条 的 子 空间 
p29 see {s © Vs) = 0,k € Z} (6.1.16) 
很 明显 ,函数 
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Ca) ts aa 22 — 1) (6. 1.17) 


Br’ FRPACHBRTBwRS fi" 。 事 实 上 ,有 下 述 结 
果 。 
定理 6.2 4TA mK 

(Ponkt k)i k E Z} (5. 1. 18) 
ve" db + Riesz 基 。 
证 明 为 了 证 明 公 式 (6. 1. 18) 中 族 的 线性 张 成 在 PEAS 
的 ,我 们 令 Cert’ 是 任意 选取 的 。 然 后 ,应 用 定理 4 30), a+ 
MALE, Rie 


| GP GIN, Cr -- Ddr (6. 1. 19) 


一 St ryt lag 十 是 一 站 
上 上 一心 i 


a 


国 此 ,很 明显 ,Go 属于 TARR C6. 1. 19) 中 推导 证 明 CO 正 变 于 
TA Faia SA ae 位 于 到 中 。 根 据 定 理 6. 1, 对 于 某 个 序 
F aE rA 


[ae] 


E™ (ry = S apral n) 


R= 一 C3 


还 有 ,注意 到 由 PAE MARC. 1.17), 有 
PO Cr) = pC) (6. 1. 20) 
所 以 
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DLG 一 - > mr Oo = « EIR 
其 中 ?表示 在 公式 (4. 5,2) 中 引入 的 m PROBL. AA 
只 由 在 到 变 为 零 的 五 ( 限 ) 中 的 函数 组 成 ,有 


oo 


GAD = Slah,--b, {a} EP 


AIE ox 


Fa T WEB ZS SK C6. 1. 18) 中 基 谨 是 无 条 件 的 (或 是 一 个 Riesz 基 ) ,我 
们 很 容易 地 注意 到 ,因为 


> Las OY en 
F(a) = 2 ‘Lonl 5 |e / 
— Qo lga Des] > Y opeet) Ny, (8) 
= 正 im 9 


Fae xh C4. 2. (63476. 1. 12) 得 到 


wi 


SY [Pino 十 rk)? (6. 1. 21) 
—— —in—2 Pyn (2) Pyn(— z) 
2 Ge Gye t CFC — aye 
其 中 :=e :和 
Foala) = By (z) (6. 1. 22) 
t amen 
Stim — dD! — T) : Zz: E a) 


M Em- E iml 有 阶 (或 4m 一 2 次 } 的 Euler-Frobenius FMA., Al 
此 ,应 用 定理 5. 100) ,证明 就 可 完成 。 © 
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作为 定理 6.1 与 6.2 的 一 个 推论 ,有 下 述 结果 。 
定理 6.3 对 于 每 个 正 整 数 mem RSET D WHATS 
一 一 地 上 映 上 到 小 波 空 间 Wg, Irvin" 的 Riesz $ {Fme k): R 
CZK RAY, = DV, 对 应 于 3 的 Riesz $Æ {palt 一): 
kE ZZ}. 


6.2 RARR RIVE 

在 公式 C6. 1.5? 中 引 人 的 播 值 小 波 加 。 具 有 指数 套 减 ,但 是 不 
是 紧 支 撑 的 。 然 而 ,根据 第 五 章 中 的 研究 ( 见 5.6 节 ) ,我 们 已 经 知 
道 , 具 有 紧 支 撑 的 壮 正 交 小 波 总 是 存在 的 , 兵 要 相应 的 尺度 函数 4 
的 两 尺度 序列 是 有 限 的 .实际 上 , 像 通常 那样 ,如 果 P= P, 表示 9 的 


两 尺度 符号 ,那么 认为 6 的 对 侦 $ 是 和 # 在 相同 的 空间 TV 中 ,$ 的 两 
RERS Ot 一 个, 其 中 对 于 |z| 一 1 OG) =EG) A 


E — 
Gla) = -~ Ple), zl 一 | (8.2. 1) 
4M7 . 


给 出 ;其 中 S, Fe oA X Euler-Frobenius Laurent 多 项 式 { 见 公 
式 55. 6. 11))。 从 而 ,相应 于 $ 的 任 一 半 正 交 小 波 的 两 尺度 符号 
Q ATEH KEZ MAE |zi=1 E KGA, H 


Q(z) = zG — 2) Kz") (6, 2, 2) 
nt» BY TY K (2*) 
一 2 £ 2) PC— 2) BE | 


x 
H 


给 出 ( 见 公式 (5.6,12)), 所 以 通过 简单 地 选择 A Cz) = — 28, (2), 
对 于 一 个 紧 支 撑 半 正 交 小 波 # 有 西 尺 度 多 项 式 符号 。 在 基数 样 条 
情况 ,由 定理 5. 19 得 到 ,对 于 与 N, 有 关 的 所 有 可 能 的 半 正 交 小 
波 类 的 两 尺度 符 导 的 一 般 表示 用 公式 (6. 2. DBT 
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ol zn K(z*) 
2 = e ed ee a a 
Q(z) 《 "Bam — eS, 


KEW, iit K(z) -~0 lz] =1£ 


(6. 2.3) 


FP, 是 像 公式 (4 2. (80 PE MA 2m ~ 1 BP CBR 2m— 2 次 ) 
的 Euler — Frobenius SA, RU ,为 保证 小 流 区 具有 紧 支 撑 , 公 式 
CB. 3.3? 中 的 Laurent Re A 必须 选取 得 使 得 3 是 一 个 多 项 式 。 现 
E. 因为 B56.1 在 |z|= 二 1 上 水 不 为 零 ,降低 多 项 式 
(1-- 2)" Fag — 2) RRB E — PK BBE Bag C2 AD Bag 2) A 
共同 的 零点 ,然而 同时 , 当 公 共 因 子 被 删 去 后 ,8 2 RHA 
子 必 须 仍 然 是 = 的 车 的 形式 ,因为 它 有 是 通过 公式 (6.2.3) 中 的 
五 (z) 约 去 的 。 这 是 不 可 能 的 ,因为 有 (zs) 没 有 任何 对 称 的 零点 ， 
事实 上 , 像 我 们 将 在 6. 4 节 中 看 到 的 那样 ,B142) 的 所 有 零点 是 负 
WY COL Sak C4. 2. 18)-(4. 2. 19))。 因 此 ,公式 (6.2.3) 中 的 如 是 具 
有 最 小 支撑 的 一 个 半 正 交 关 数 样 条 小 波 # 的 两 尺度 符号 ,必要 且 
充分 的 条 件 是 


KC) = e92 H.C) (6. 2. 4) 
其 中 m 是 任 一 非 零 常数 ,而 e 是 任 一 整数 . 换 句 话说 BRITE 


零 常 数 和 位 移 任 一 整数 外 ,相应 于 ww 阶 基数 HR N, 具有 最 小 
支撑 的 紧 支 撑 半 正 交 小 波 克 是 唯一 的 ,并 且 用 会 式 (6. 2. 5) 给 出 


| Wp CE 一 Dg Ct — n) 
| ie 
d 2,.(2) =7 9,2 (6. 2.5) 
| ] 四 2m—2 
:= Na D(C 2) 
K k=O 


其 中 我 们 选取 公式 16.2. 4 中 的 c= (C2m—1) 1S y= l 
(EA AO 和 对 于 % 之 0 有 一 0。 由 于 类 做 于 ww 加 还 具有 最 小 
支撑 这 一 事实 ,为 了 方便 , 称 央 为 各 阶 "B- 小波"。 因 为 公式 
(6.2. D 中 的 Ge 是 两 个 多 项 式 符号 的 弱 积 ,所 以 序列 局 :是 这 疯 
+ SK BPA A EAEN 
d, = 4 53 KE +1—H (2.6) 
n= Q,-+,3m — 2 


下 面 总 结 这 些 研究 结果 ， 
定理 6.4 p omatt ERK, DHS N, Ban BRM BES 
tt, FL A RD ACB. 2. BH ag BR, AAG 2. SP RM AS 
Bape, BA 
{ye €+— DR © ZL) (6.2.7) 
是 Ww, 的 一 个 Riesz Rom AE RRA 
supp4#,, = [0,2m — 1} (6. 2. 8) 
Pa 是 在 下 述 意 头 上 在 Fo 中 有 具有 最 小 支撑 的 "唯一 ”小波 e 
nEW, 像 岂 生成 一 样 生成 让 并 县? 的 支撑 有 是 一 个 长 度 不 超过 
am -- J HRA, TAA PRP PR ey HO RCA 
YEE) et, CE — nod, 
现在 回 到 办 HE pa RAR. 4.11) DKF SW RIE 
RS R WA =2PC-OK UG eH RR WF ei=1, 
H(2)=F* Gz)。 因 此 ,考虑 到 $ 与 6 的 对 侦 关 系 ( 见 公式 (5. 6. 10), 
MF ese?” FETA 


Palco) = H ONS )= H* (7) FG ye cr 


ss . 


T 


因此 ,如 果 试 着 使 对 偶 小 波 徊 与 让 6.1 中 引入 的 插值 小 波 hon 联 
系 起 来 ,那么 使 用 公式 56. 1. 14) 中 具有 Fal) = Eys (3) 的 两 尺度 符 
2 A AA ACG. 1. 133)》 .我们 有 


PCO) ,一 if” {2) oo 一 2)" | dy. n( @) 
m—1 
= (2P(— DK (2*)) = Co) 
25i 一 Ly» Dm! 
PR) Cl en 
= [一 1 zsh, aC) 


回顾 公式 06. 2. 可 ) 中 徊 的 趣 范 化 ,在 公式 (6. 2. 4) 中 对 于 EG 
可 mm 一 一 [人 2 -V F C 一 1; 就 得 出 
= P27 2m — 1) jem 
1 ~» 
x rc (6. 2.9) 
a 


t zan 1 Prano) 


ly 
27 Fitz") 


其 中 F, fee FE SEAR AEE RL, 的 定义 中 B- 样 条 系数 序列 {co} 
的 符号 的 倒数 。 固 此 ,在 (6. 2. DS atmo RA 


smtl ce 
pata) 一 cm 各 sz 十 由 十 1 一 及 


2 
CG, 2. 10) 


现在 以 相位 特性 的 讨论 和 B- 小 波 6, BRT GB, AI T -30 
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| ed 


率 窗 的 研究 来 结束 本 节 . 首先 注意 ,基数 BPR NN。 和 基本 基数 样 
条 Lim 对 于 任何 m 是 对 称 的 ( 见 定 再 4. 3Cx))。 因 此 ,序列 (et 
也 是 对 称 的 。 所 以 ,由 Pn 的 定义 ,我 们 得 到 pn MF BM 一 定 
是 对 称 的 ,而 对 于 奇数 另 则 必定 是 反对 称 的 ,并 且 由 公式 (6. 2. 
1 同样 的 论断 对 于 名 成立。 类 似 地 ,由 公式 (6. 2. 6) ,因为 很 明 
显 , 序 列 {9,} 对 于 偶 阶 m 也 是 对 称 的 ,而 对 于 奇 阶 呈 是 反对 称 的 ， 
可 以 对 于 基数 及 小 波 办 得 出 同样 的 结论 。 
定理 6.5 MTA DR ast 5 Pun ER mm 是 对 称 的 ,而 对 于 
奇数 下 是 反对 称 的 ,因此 ,它们 都 具有 广义 线性 相位 。 

B- 小 波 如 的 图 形 是 特别 有 意义 的 。 对 于 wm3z3, 对 于 wo 的 
某 些 值 , 侦 阶 的 图 形 儿 平 完 全 与 


ReG? (4) = (cost) g(t — b) (6. 2. 11) 
相 亚 配 ,而 奇 防 加 的 图 形 几 乎 完全 与 
ImG;, (2) = (sinwt)g,(t — b) (6. 2. 12) 


AUC AC. HA g BAR ASH a YH Gaussian HM CHAR 
《3. 1.10))。 在 图 6.2.1 与 62.2 中 ,我 们 分 别 画 出 办 与 因 的 图 
形 。 注 意 这 些 图 形 在 图 3.1. 1 与 图 3. 1. 2 中 相应 的 Gaussian 函数 
图 形 之 间 的 相似 性 。 误 差 曲 线 如 医 6. 2. 3 与 6,2, 4 所 未。 

向 忆 Z 第 三 章 , 当 一 个 小 波 六 用 作 在 IWT 中 的 一 个 基 小 波 时 ， 
窗 的 面积 用 48,45 给 出 ,而 有 卫 sy 的 什 越 小 ,小 波 应 用 于 时 间 - 频 
率 局 部 化 就 越 好 ,因为 Gaussian 函数 六 不 能 用 作 一 个 基 小 波 , 测 


不 准 原理 ( 见 定理 3. DRE FLEA PERENE A 


可 考虑 。 在 表 6. 2. 1 中 ,我 们 对 于 mw 一 2,3,4,516 给 出 ALAS 的 
值 。 注 意 ATARI m ERR E 加 BECERRA. 
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| 


图 6.2.1 三 焉 样 条 小 波 p 


图 6.2.2 CK R AR f 


* 256+ 


— $04 


— 160 
0 1 2 3 4 5 6 
6.2.3 jr --ReG@s 5, /"(dB),a= 0. 292 5 
0- 
d 
— 50-4 
— 100 — 
0 1 2 3 4 
B24 |p Ret ;| 7 dB), a= 0. 230 0 
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表 人 .2.1 Ad, Ad, 的 值 


Bin Apa 的 积 
0.971 715 
0.535 O70 


0. 600 929 
0. 500 367 


6.3 基数 样 亲 小 波 的 计算 

本 节 专 门 讨 论 公式 46.2. 5) 一 (6. 2. 全 中 的 紧 支 撑 基 数 样 条 小 
波 ( 或 所 小 波 的 一 些 计 算 方 法 。 在 5. 2 节 中 ,计算 任 一 紧 支撑 尺 
度 请 数 的 方法 已 提出 来 了 , 它 由 两 个 主要 步 又 组 成 :第 一 步 是 求 相 
应 于 特征 人 入 A= 1. FFU oC te eX, -—D=1 KML 
Let. 1.1sS7,.40.N,— 1] BER ELC epa 1) ,而 第 二 
步 是 应 用 在 4 3 PR RA fo = OP bo = Ck) A A 
BRS paa 的 插入 图 形 显示 算法 。 这 个 方法 对 于 任 一 需要 的 正 整 
数 ; 得 到 


TESE kE Bl = 0,2l t BD 


的 值 。 现 在 ,由 小 波 % 的 两 尺度 关系 
p (2) = Die. ole — k) 


FEAL AA PHARRR PRIA # 在 二 分 点 上 值 的 方法 , 即 : 
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% a+) = Dy fos ,CE + oe) 
sn E Z= 00,2? i, (6. 3.2) 


Mineli 十 jis] ABA \ 式 (6. 3. 1) 


注意 ,这 个 方法 还 是 由 向 上 抽 到 移动 平均 组 成 ，。 

注意 ,如 果 p Sa 的 值 是 精确 的 ,那么 .上 述 描述 的 计算 算法 
可 给 则 ?在 二 分 点 上 的 精确 值 。 对 于 严 阶 基数 样 条 的 情况 ,回顾 
公 武 (4.3.3) 与 (6.2.6), 有 


gomtit|"| POSES 
P = Par = k, (63.3) 
0 RE 
和 
J yr fm 
— ` 4 Nat- D 
Gna t'= 4-4 =o (6. 3. 4) 
; WE OSE L 38m — 2 
0 其 它 
其 中 w (ED ke ZZ, OO BEB EA SRA. 2. 15) 中 提出 的 递 推 


方案 
[NO = po’ E Z 


Noid) = NE) 二 ly 1) 3.5) 
十 n M 


(HER k = lle 和 n= 2,2m — 1 


计算 。 注意 ,如 上 述 的 和 在 公式 (5. 2145. 2,17) 中 描述 的 那 
样 ,公式 (6. 3. 5) 中 的 步 又 比 求 相应 于 特征 入 4=1 ed 
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ajam 和 [po 口 ,1 委 六 FEs2m 一 1 的 特征 向 蔓 更 有 效 。 

基数 中 样 条 优 于 其 它 只 麻 函 数 计 算 的 优点 比 刚才 在 公式 
《68. 3.5) 中 的 递 推 方法 更 多 .本 节 的 第 一 个 目的 是 引入 为 更 直接 地 
WAPRES] eyed BE ZZ, m= 1.2, ,的 一 种 Pascal 三 角形 算 
法 (PTAY。 如 我 们 将 会 看 到 的 那样 ,这 个 算法 不 仅 给 出 了 两 尺度 序 
SARS Al SR RTE m BP B- 小 波 六 的 ?次 导数 的 基数 B- FE 
FRB AAR KR 


dm—2+r 
prt) = ST gun, OE — E) (6. 3. 6) 
k=0 


的 系列 序列 {qr} 。 这 个 PTA 的 结构 连同 金正 性 ”*、“ 完 全 据 落 "及 
“2s 30 Oa TE 6.5 革 中 -一起 讨论 。 为 此 ;我 们 从 稍 有 具 兽 遍 的 形式 
描述 PTA, 
下 面 ; 对 于 非 负 整数 集 , 我 们 使 用 记号 

Z, = {0,1,2,9} (6. 3.7) 
并 且 像 在 公式 54. 5. 9) 中 一 样 ,45 表示 序列 {a) COMMAS. UT 
简化 表示 ,对 于 任 一 zxE 丈 . ,我 们 还 需要 记号 

Sf" soe {lah tap = OF Fa << OR D> n, aya, + 0} 


(6. 3. 8) 
FAL") we 22, REAL BERR OFF 
NU (B. 3. 9) 
a= 1) 


的 一 个 相互 不 相交 的 划分 ， 另 外 , 命 + 表示 用 
Cra) 0 n E Z,a = {a} EL (6.3.10) 
定 文 的 在 已 上 的 移 位 算 子 。 
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EM 6.8 一 个 Pascal 三 角形 算法 是 一 个 睦 射 Si eS. 
可 用 公式 表示 如 下 : 
7 c0) = {8,9} 
(PO +13, = LAD), 
lL 十 再 (一 ICH Ga), {6.3.11) 
| 2 E Zn + 
lH Lin, 0) 4 0,M Rea wn) AO 
ELE? 一 个 用 公式 (6. 3 URRA Pascal 2 A ARI SH 称 
为 是 一 个 线性 Pascal 三 角形 算法 (LPTA) ,如 果 Ling hR.» ) 
(ei AO EOM eg, Ep aE OE, Cn) hyn) Ce) 
ESTE DE 
[LER jI = RI b(n) 
RCh, j) = kala) Cn — j) 十 n), 2 EZ 


附注 “对 于 任 一 Pasca 二 角形 算法 & , AR 
SOn) E LA, n E WZ, (6. 3. 13) 

另外 ,如果 -P 是 一 个 线性 Pascal 三 角形 算法 ,那么 必须 
b(n) Æ 0, FI b(n) AO, n E Zh (6.3. 14) 


WET R 6.) = Las 0) AO Fl brO = ROW) AO, 
因为 公式 (6. 3. 11) 中 的 初始 条 件 HCO) = 14,5}, — Pascal 
三 角形 算法 能 够 作为 对 计算 序列 


Si= Fade A, a= 1,2,+% 
的 一 个 “ 树 ” 算 法。 更 确切 地 说 ,如 果 图 5.3. 1 中 的 构 形 解释 为 


(6.3.12) 
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“a = at, + bt, 
iu bt, 和 (6.3. 15) 
I; = ats 分 别 
那么 一 个 Pascal 二 角形 算法 的 树 的 构 形 能 够 用 图 6. 3. 2 描述 ,其 
中 我 们 策 用 了 记号 
La t= L(n,k) 
Ra := R (n,k) 


s = (s), 


ay ty ta ti 
xy y ~ 
u H u 


8.3.1 Pascal 三 角形 算法 的 说 明 


Så 
of ~ 
5i 3] 
tof Rio fia Ne 
s$ 5i S} 
n 8 Sh 
mef Ee Rm Re Iny Bo 
7 
nti 3 gut Stt 


图 6.9.2 Pascal 三 角形 
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例子 6.8 研究 用 
LD = Rn, =1, EZ jC BM (6.3.18) 
if se HY ER TE Pascal 三 角形 算法 N, k Ca) 一 kr (x) 二 0 和 
p(n) 一 botn)y 一 1)。 那 乏 ,图 6. 3.2 中 的 Pasa 三 角形 是 计算 并 项 
KAR 
1 [r l- PD, nE Z, (6. 3. 17) 
` uji 1 
的 著名 算法 。 
例 6.9 考虑 用 
| Lb@sj) = 4—1 
Rin, p = (n— j) +i 


(6. 3. 18) 


确定 的 线性 Pascal 三 角形 算法 He CA, kCn) = keln) =b, CR) 
=h(n=1), ABZ. 6. 3.2 中 的 Pascal 三 角形 能 够 用 于 计算 由 


a—i 
Bz) t= al MG + 12 (6. 3. 19) 
j=t 


定义 的 * 险 (aa :1 次) 修改 的 Euler-Frebenius & Ok EOL AC pH 
的 下 述 峙 注 ? 的 系数 序列 ,而 在 
Rn —_ 1) = EIRIG] + DE t = 1,250 

(6. 3. 20) 
意义 上 。 这 是 对 基数 8- 样 条 递 推 方案 公式 (4. 2. 15) 或 (6. 3. 5) 的 
一 个 推论 。 HEMP UE FH IP RYE Pascal 三 角形 算法 得 出 

i 1 
Na GE DS Lyg 1y i + lo+ L— v)* 
v 


ni 


+ 一 
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表 6.3.1 修改 的 Euler-Frobenius 多 项 式 


“+ 260-4663 十 区 +} 2" 


了 一 57 十 3022 十 302= 十 57= 十 : z 


a 14247: 4-4 2988 +15 619: :十 15 61924 十 4 2932°-+ 2472 fe 


1+ 5022+ 14 608 + 88 234 十 166 1902+ 88 2345—14 6082" 
+ 5022" + 2° 


É 


特别 是 ,在 表 3.1 中. 我们 列举 了 前 九 个 修改 的 Euler-Frobenins 
多 项 式 。 
附注 ”回忆 公式 (4.6.6),m BP Euler-Frobenius # img XA 


E (2) = mt 5 Na T 十 1 tm 


Ez 
FAM, . RP AR mn A 
EnD = r Y NaC + pt! 
EZ 
2a— 2 


= (ma = DD NE De 
i= 


这 个 与 公式 (4 2. 18H. RT R FRR m, OW RRA 


» 264 + 


基数 BRR xs 在 整数 点 的 值 ,因此 公式 54. 2. 15) 或 (6. 3. 5) 的 
递 推 方 落 不 通用。 由 于 这 种 计算 的 原因 ,公式 (6.3. 19) 中 引入 修改 
的 Euler- Frobenius 用 项 式 训 zy。 我 们 已 经 看 到 次 om CED 
= Kin C2)。 在 其 它 的 应 用 中 ,各 不 是 很 有 用 的 ,因为 (具有 节点 序 
列 丈 ) 的 奇 阶 基数 样 条 在 节点 宗 上 播 值 是 “不 通 定 的 “例如 , 系 
数 答 隆 不 可 逆 )。 这 个 由 表 6. 1, 并 根据 

B,C — 1) = Om = 1,2,+% 


得 到 。 引 入 多。 的 另 一 原因 是 由 于 在 整数 节点 的 基数 PF- 样 条 递 推 
方案 公式 (6. 3.598, SB 之 间 存 在 一 个 非常 好 的 关系 , 即 


Paal) = Cl + a2) BC) + z(t — DE 2), 
C6. 3. 21) 
二 1 ,2 


公式 56. 3.21) 的 证 明 是 公式 (6. 3. 5) 的 … 个 直接 应 用 。 这 个 恒等式 
在 6.5 节 中 将 是 有 用 的 。 
现在 加 到 公式 (6. 3. ORRA m 阶 基 数 B-E n HR 
序列 Pascal 三 角形 算法 。 如 上 所 述 ,在 计算 fz..} 时 ， 入 个 相同 的 
Pascal 三 角形 算法 可 以 用 来 得 到 加 的 > 次 导数 内,r 一 0 
,一 :的 瑟 条 级 数 的 系数 序 到 151。 为 了 得 免 任何 符号 的 有 
化 ,引入 记号 


Co 
Saa , (B. 3. 22) 
[fae 9 一 《一 Ona 
我 们 有 下 述 结果 。 
定理 6.10 HT HEP EHR mS YS, AAA 
i+ 1] te Osta <t Bm — 2 
La.) = SERAM (6. 3. 23) 


1 at Font 2m 一 2 
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Rapa [OTDHI 对 0 2m 2 

nyp) = 

j 1 } aF n i m 2 
【6. 3. 24) 


的 线性 Pascal 三 角形 算法 。 那 如， 对 于 rS 0em L, 


(2 (3m 一 2 十 P = Cm — 19132777 1g, 
(6. 3. 25) 


附注 ”注意 到 公式 (6. 3. 23749 (6. 3. 24) ,在 线性 Pascal 三 角形 算 
Ep MEAT CZ, Fb. H= LU R 


1 WFA nA 2m — 2 
ben) = Balm) = to F n > 2m — 2 


证 明 ”再 次 使 用 记号 l 
Soc h 
= e, 《6. 3. 26) 
S (z) := 之 将 
ABA. HAS CG. 3. 23) 与 (6. 3. 24) ,依次 应 用 例子 6.9 与 6.8 的 
结果 ,我 们 有 


He) = free GFO<a< 2m —? 
° Fo, {C21 + 2)? ne am — 2 


《注意 Fon )= Bin. AE 7?" 的 符号 用 下 式 给 出 ， 
Srt (a) = Eon AOL + Dr, (5. 3. 27) 


r = ĝ,e,m— 1 
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另 一 方面 , 度 用 定理 4.3 中 的 恒等式 (vi) ,我 们 有 


= z> ye 《6. 3. 28) 
了 -= 用 

BEA AAD ane AY APS CE FB RE RON, AY BSR 加 两 

倍 两 尺度 符号 EÈ 


20,,(2) = gomet ZT pE- æd — z)” 


CRASZE CG. 2. 5)) HAEG. 3. 28) 得 到 , OH SB RH 


_ 1 
9 md rl Um — 1p eam z) (1 — FD 


(6. 3. 29) 


所 以 ,如 果 用 522 一 1)1 PTU FR FRG. 3.29) 中 的 表示 式 并 且 变 
一 = 为 = 就 得 到 A Gn tr EAR G. 3. 27) 中 的 符号 
ss。 也 就 是 说 ,的 确 推出 了 公式 (6. 3.25) 。 o 

因为 疡 小 波 是 一 个 mm 阶 基数 样 条 , 它 的 tm 一 1) 阶 时 数 是 在 
i2 一 0,…4m-2, 共 有 跳 牙 的 一 个 阶梯 函数 OY. AAT 
RE pa TOWERI ANRA mn DR. 通常 ,为 了 生成 
任何 B- ik RR 


gir) = D dpal 一 用 (6. 3. 30) 
可 以 对 下 面 的 阶梯 函数 进行 积分 : 
go" Pr) 一 See PG a j) 
4 OR, OF TB Sk A“ SN” CE, PRA TER RDO. BA 


就 可 以 使 用 组 数 
- 207 ， 


g™ (2) = D Ge (x j) 


这 需要 一 个 秆 外 的 积分 。 
定理 6.11 aT aR ERK m,e 


4m} 


(4m ue 3) = g”? == de?) o 


AADK | RRR MLO. SR M A,m H BRAD 
A, C6. 3. 317 疆 出, 即 ; 


da— 5 
] - 
= - -- Joim—3 z 
AES (Om — I! 24 Iys; 《6. 3. 31) 
x | daf da] "Leo dy Ga 一 2)dx, i 
0 0 0 F 2 


计算 BBE AUB ASR (6. 3. 30) 中 的 任 一 B 小 滤 级 数 ) 的 另 
一 种 方法 是 计算 它 的 每 个 多 项 式 段 的 有 网 表示 式 。 这 不 仅 可 给 出 
像 用 一 般 计 算 方法 公式 (6. 3. 2) 给 出 的 在 二 分 点 z=# 十 4/ 的 
(2) OA ,而 且 还 可 给 出 在 每 个 点 COIR 的 办 (和 9 的 值 。 有 效 的 计 
算 可 以 通过 简单 地 取 序 列 2,(3m 一 2) 的 移动 平均 来 完成 ,这 还 得 
应 用 在 4. 4 节 中 基数 BRK 5B- 网 算法 得 到 的 m ER BRR 
N, (2004 PR- 网 序列 。( 对 于 二 次 ,三 次 和 四 次 基数 B 样 条 的 B- 网 
见 例 子 4. 11)。 


6.4 Euler-Frobenius 多 项 式 
.已 经 看 到 ,在 基数 样 条 播 值 ( 见 46 与 6.1 节 ) 和 基数 样 条 小 
波 的 构 灶 与 分 析 ( 见 e 1 — 6. 3 节 } 中 ,Euler- Frobenius £ m 34 
B.《z) 起 了 很 重要 的 作用 。 在 本 节 中 ,我 们 将 更 详细 地 研究 这 些 儿 
项 式 : 特 别 注 意 它 们 的 零点 结构 。 这些 结构 在 公式 (44 2. 18) 一 
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《4. 32. 21) 中 为 了 确定 Na 的 尖锐 下 Riesz 界 已 经 使 用 ,并 且 将 在 下 
节 中 在 样 条 小 波 分 解 的 误 莹 分 析 中 再 次 起 重要 的 作用 。 虽 然 奇 阶 
FORE Euler-Frobenius 多 项 式 的 性 质 是 相同 的 ,而 且 这 些 性 质 的 
导出 是 十 分 类 似 的 ,但 为 了 不 重复 类 似 的 论证 ,将 只 考虑 奇 阶 多 项 
式 , 因 为 偶 阶 多 项 式 在 样 条 小 波 的 研究 中 没有 使 用 。 

类 似 于 公式 (4. 6. 8) ,应 用 Poisson 求 和 公式 (2. 5. 8) ,具有 
gave “和 的 Euler-Frobenius £ MI Epa- DRETH 


2m= 72 


Bon C2) 1= (2m — VD Net D2 (6.4.1) 
&=0 


= (2m -- 1) 1e* > Nan(® + 2ak) 


= (2m — 1) 167" (9sin D” 


Xt Cow + oF 


=- 


(A. 2.16))。 用 定义 


nm 8ye S o l 
eta) t= (2sin z? ` lo 4 T (6. 4. 2) 


ket oo 


由 公式 <6. 4. 1} 得 到 


l 
Crm —2 (2) Gn T5] 
m—1 
一 ` Noa Cm + kz 


i=—ati 


2 "lA 1(2) (6. 4.3) 


m—]l 
一 Am 十? > "Nog Cm + Hecoskea 
k=] 
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作为 公式 《6.4 DAG. 4.3) 的 一 个 推论 ,很 明显 ,s.(%) 完 全 用 道 
推 关 系 表征 如 下 ; 


pee = (cos Selo) 一 sain $ © ot (eo) 
eof = 1 
(6. 4. 4) 
所 的 另 一 公式 为 
- — : +2 《一 157+! at] a 
ele) = (sin 5) la — Ë cot Cs) 
(4. 4.5) 


这 个 由 作 式 54. 2.9) 得 到 ,其 中 已 是 微分 算 子 。 考 虑 到 公式 
(B. 4. 4 与 6,. 4. 5) 表 示 式 ,为 了 求 它 方 便 , 引 入 新 变量 


z= cos 5 (6. 4.6) 


国 此 公式 56. 4.4) 变 为 


an CE) 


je ati (2) = al, (2) 41 a 5 (6. 4.7) 


Uta) = 1 
其 中 
| U C2) t= e, lw) 《6. 4. 8) 
附注 ”由 公式 (6. 4.7) ,计算 如 ,rE 如 ,是 十 分 容易 的 。 例 如 ,我 
们 有 
U Cx) = Fr 


Ult) = za 十 237) 
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U(r) 一 (2a + 2°) 


Use) = 52 + 1l 十 22") 


由 这 个 附注 发 现 , 至 少 对 于 nU EA A n 次 的 一 个 
多 项 式 , 并 且 具 有 正 的 首 项 系数 。 布 且 玉 (1 一 1 MTA V, 
是 一 个 偶 消 数 ; 对 于 奇数 4,5 是 一 个 奇 函 数 。 同 样 的 性 质 对 于 所 
有 zE 字 -仍然 保持 , 它 可 用 数学 归纳 法 建立 .事实 上 ,人 们 其 至 能 
够 得 到 如 下 一 些 关 于 已 零点 的 元 有 意义 的 结论 。 
引 理 6. 12 对 于 每 个 aE 灾 Drz) 是 精确 下 决 的 一 个 多 项 或 ， 如 
Era BR CAHBA RAR, Mt Ra A k CROKE 
gk UUD HA VCO =l, MAURER ARR AA 
$k BAG 
证 明 我 们 只 关心 最 后 一 个 叙述 。 另 外 ,因为 考虑 实 零 点 较 容 易 ， 
所 以 研究 


“(x)= 0,2) » RE By (6.4.9) 
而 不 是 研究 US FF OR BEE u A F AY) SEY 
就 足够 了 。 由 公式 (6. 4.7) RIEA 


f 2 
J = ur) 一 ew (a) 


(6. 4. 10) 
[uo Cz) = 1 


因此 ,容易 看 到 对 于 偶数 wu 是 偶 的 :而 对 于 奇数 ou 是 奇数 。 另 
外 ,由 公式 (6, 4.9) ,得 到 


eG) = UM Gx) 
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这 意味 着 二 的 首 项 系数 还 有 是 正 的 。 现 在 用 归纳 法 处 理 ， 

《1) 假定 ms 只 具有 箱 单 且 实 的 零点 。 那 么 ,因为 u eT 
函数 , 它 在 0 处 不 可 能 有 一 个 零点 ,并 且 它 的 所 有 零点 都 以 对 称 对 
出 现 ,比如 说 二 上 :其 中 


Og, oe Sg, 
现在 ,ww 在 这 些 零 点 不 可 能 变 为 零 ,而 事实 上 ,序列 
《人 
必须 { 严 格 ? 符 号 交错 。 因 此 ,既然 公式 (6. 4. 10) 断 定 


Uy Cb $) = its Sy C4 2) Š) 
所 以 序列 
{tn Š stt Mogg (— Š) sty, lEn et * tare CG} 


6.4. 11) 


也 必须 (严格 ) 符 号 交错 。 如 果 是 一 个 奇 函 数 ,as 必须 在 0 处 变 
AF FARANG 4. 11) 中 的 符号 规范 , 它 在 名 与 5 一 1， 

一 1 之 问 至 少 有 一 个 零点 。 所 以 yuwti 在 开 区 间 (一 Ef PE 
少 有 有 20 一 1 十 1 二 .一 1 个 零点 。 现 在 ,根据 e 具有 正 的 首 项 系 
数 这 个 事实 ,得 到 ww(6D) 六 0( 因 为 怠 是 最 大 的 零点 )。 因 此 ,再 由 
公式 56. 4.10); 有 


十 
Bog Ee) = 4 十 s žu aE 6.3 <0 


这 样 , 因 为 meri 的 首 项 系数 也 是 正 的 ,wwri 必定 至 少 有 一 个 零点 
在 4 的 右边 ;因为 是 奇 函 数 . 它 必定 还 有 一 个 零点 在 一 点 的 左边 。 
RRE T wa 具有 条 十 简单 实 零 点 。 . 
(2) Remy Et, SORA RRM RRR RP 
= 272 «© 


中 < 那么 ,通过 和 (1) 的 同样 论证 ,可 以 断定 wx 在 每 
AEE O Ces On OO) AAT AR. FRI. OR Ae PR. 
Hgt? 具有 2k 一 2 个 简单 实 零 点 。 [ 


Iv APSF 6. 12, HU, 与 & 在 公式 (6 A 8 中 的 同化 ,可 以 断 
定 


ey, Cw) = Uy) = afl Cx" ++ ay) 


gol 


Oca, <i <a, > 0 


4 (6. 4. 12) 


‘ 
Cn 4 CQ) = Uy Go) = da [| Cx 十 Bs 
j=] 
O< Pi don L fd, > 0 
其 次 ,必须 把 4 的 虚数 零点 与 Buler-Frobenius 名 项 式 的 零点 连 系 
HR. EM A z 一 ee“ 这 一 事实 和 * 与 @ 之 间 的 关系 公式 
(6. 4.67 ,对 于 任 一 «> 0, 


ju fZ safe) 2 
e e . 
w+ ais | -- 9 oo + 好 


= 本 位 + (2+ 4a) + 27'} 


ll 


ao 

“yf + (2+ dajz + 1} 
zg! 

= pe aI CZ — a) 


其 中 


(2 + da?) + VO 40)? — 4 
a 


EA 


ajri 一 
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=— (+ 2a) + 2aV1 + a 
所 以 , 设 
a, =~ (14+ 2a} — 2aV14+ 2 
就 有 


a= l H 一 1<a <0 


a 


因此 ,对 于 任 一 sc>0, 可 以 得 出 结论 


fo oy _t 
jc to TE DET æD 


i 其 中 一 1] 之 y 之 0 
-为 把 这 个 结果 应 用 公式 (6. 4. 12) , 设 


入 一 一 (1 十 2o) 十 2awW1 十 地 

那么 ,很 明显 ,一 1<2<0 并 且 

ealo) = ode Ts ADG D C6414) 

ZE k 4* = J Ay - 
其 中 z==e “。 当 把 公式 (6.4. 14) 代 入 公式 (6. 4. 3) 时 ,得 到 下 述 结 
E, 
定理 6.13 HRmA-ERR, BWA, 2m—1 MCR 2m 一 2 次 ) 
Eulet-Frobenius $ AA BA l 


2m—2 
Em 一 [cz 一 入 (6. 4. 15) 
j=l 
其 中 
“2746 


Amam < Am, 2m—3 < Aan yen 

< 1 Ag AL CO (6.4.16) 
# A 
Ann = 1 (6.4.17) 


6.5 样 亲 小 疲 分 解 中 的 误差 分 析 

在 62 节 中 , 当 紧 支撑 基数 拌 条 小 波 《 或 也 -小 波 ) 轴 被 引入 
4s 58 CG. 2. 5) 中 时 ,人 么 AG: 2, DRIF KOHES o 与 
Ry 的 选择 是 Qe (2m — Lyf uk. 因 些 ,相应 于 在 定理 5. 16 中 
SPARS BARC. 8. 16) 的 在 公式 (5. 3. 15) 中 的 符 县 eS H(z) 
用 


‘on — 1 a _ zl 1 +2 Ban_1(2) 
i 一 2 dis oe : 2 Aa Bm C2") 


aii — z" Olm 1)! 
=. A,z A ea 1 + 
La = P 2 | Bom —\C2") 
(6.5. 1) 
给 出 ( 见 公 式 {6. 2. DEC 4.11)) .现在 ;回忆 公式 (5. 4. 46) ,十 于 


分 解 算法 公式 (5.4. 98)? 的 序列 选择 是 


(6. 5. 2) 


所 以 ,对 于 非 Haar Ff oe sb ge CEP m 尘 2),“ 权 "序列 {mq.) 与 {6.} 是 无 
限 序列 而 且 必 须 截断 ,以 便 应 用 在 公式 (5. 4. 48) 中 的 (有 限 ) 移 动 
平均 方案 。 
附注 ”对 于 重 构 算法 公式 (5. 4. 49) 的 权 序 列 是 有 限 序列 
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m 
a a = ym 


[p = | 
| n 


m fim: 
Je. = (— pre Ss) p Nma 1—0, 


t=O ’ 
| n = 0, 3m — 2? 
(6.5.39) 
对 于 任何 阶 m, 它 们 能 够 很 容易 地 使 用 像 酌 子 6 8 与 6. 9 中 讨论 
过 的 线性 Pascal Z AEREI. Bibh AA GOS HEOREM 
函数 ,可 以 想象 RIER aS Ac 2 A A eA TR R RER f] 
不 讨论 这 个 方法 。 
注意 ,公式 (6.5. 1) 提 供给 公式 (6.5. 1) 一 (6. 5. 2 的 加 权 分 解 
序列 ta 与 1 的 无 限量 的 唯 … 的 相 科 因子 是 Ea ee MEA 
析 由 于 截断 因子 的 结果 引起 的 “误差 ”。 
我 们 从 考虑 2m 阶 基本 基数 样 条 


Lanla) = >) of? N,, (2 +m k) (6.5.4) 
k= 
F Ly, COE BE 4.6 与 6.1 节 中 讨论 过 了 [ 见 公式 (6. 1. 8))。 
回忆 公式 (6. 1. 12) 与 (6. 4. 13), 公 式 (6. 5. 4) 中 的 系数 序列 {cf} 
HI S EJ A Euler-Frobenius Laurent FE 了 :一 By 的 倒数 ， 
HIR 


on 


GM Cay :— >> Cm gt — 


a =e 


1 mo tre 
Fl2) Eal 


(6.5.5) 


其 中 OF, SEE RAT A 2m — 1 阶 ( 或 2m — 2 次 )Euler- 
Frobenius 多 项 式 。 所 以 .1/8,。1(z*) 的 截断 等 价 于 截断 基本 基数 样 
条 Low 的- 样 条 级 数 表示 公式 (6. 5. 4)。 为 了 方便 ,通过 设 
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所 一 h :一 l of” (6. 5. 6) 


Cam 一 Di 
把 因子 Cm 一 1)1 Bc?) SIF, PEAS SEC. 5. 5) 变 成 


Ro = SS an (46.5, 7) 
现在 ,对 于 正 整数 入 ,用 引入 
x 
TEG) := Daz 《6. 5. 8) 
=- 


把 这 个 Laurent 级 数 截 短 。 如 果 公 式 (6. 5.7) 中 的 量 用 公式 
(6. 5. SPARS ,对 于 公式 56. 5. 1) 中 的 各 与 互 ,可 得 到 


Lte 


Gy(2) = D graz = ASS ey, OT 


4 yz) = oe 


— _. 《27 一 pice Sm ~ amt lp (22) 
(6.6.9) 
ARRI So AE PB HE HE 
i 
an. 一 BOR 一 ax 
: (6.5. 10) 
bx » 一 ate -4 


显然 ,由 公式 (6. 5.9), 截 断 序列 的 支撑 可 用 下 式 给 出 ; 
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[sup{ a, 一 [--2N -m+1,2N + 2m ~ 1] f]) Zz 
sup{b, t = L 2N — m--1,2N + 2m + 141 
(6.5. 21) 
24 AY eaat E BPP fa BO 作为 
在 分 解 算法 公式 (5. 4.482) PRT BAER. REX PR 
差 , 简 单 地 比较 裁 断 此 分 解 分 量 的 完全 的 重 构 与 原来 的 有 限 能 量 
序列 。 精 确 地 说 , 令 
f(r) = SYN, (22 K 
t 《6. 5. 12) 


ic? = {el} 


是 在 VT PALE — AER BRR IPO. FI Ha Sf Pa 
BERR ALR oN. WRF, OPA 


F, = fyi Geni (6. 5. 13) 


其 中 于 1 让 下 ?1 A Gx 1 EWG CAP) eA 


JJ 一 上 -一 į 
E = > a nal? 
t 


(6. 5. 14) 
dig = Shy out? 
i 
那 乏 ,我们 将 比较 它 的 分 解 分 量 
{or t= {the}, &E Z 
\dy = {di}, REL 
sc ac Ay BR ch BH 人 一 人 上 上 Ee, Ee 
= 5 Upei + a oly} (6.5. 153 
f 
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与 原来 的 序 别 COR Pin Slat oR. 5. Dh. fH ee 
量 ARBRE BE 


L 
2 


Ce) r= 1S ei — ol (6. 5. 16) 


Ez 
因为 基数 OBER ON, ER Vo HI — I Riesz E, 4R (6. 5. 1G) FIR 
差 度量 等 价 于 


bud 


a CF) := fo Sey le 《6. 5. 17) 


其 中 


fry := DJA NCQ 一 站 (6. 5. 18) 
k 


Th O HAAG 5.15) 给 出 。 

为 了 这 个 误差 分 析 ,需要 下 述 对 于 基本 基数 样 条 的 正祥 条 级 
引 理 6.14 DAL flee Om 2,28 SO. 13 På Sm 一 1 
Wr Euler-Frobenius 多 项 式 ,的 零点。 那 必 ,公式 (6. 5,7) 中 的 

Laurent 级 数 的 条 数 ,对 于 所 育 JCM, A AAO. 5. LID. 


m—] am— 
a= adm >) | wt Jay. (6.5. 19) 
>, BP gai Ane? ` 
证 明 ”为 了 建立 公 起 (6. 5. 19,0 FARG. 3. 19) 中 定义 的 修改 
的 Euler-Frobenius 多项式 总 ,需要 公式 (6. 3. 21) 中 的 恒等式 。 回 
E 
Eom- 142) = ËC) + m= | 2 


和 但 是 对 于 所 有 mmni ME AARG 3. 21) 与 (6. 4. 17) ,我 
们 有 
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P oain, 5) 一 Am iI ~~ Am) E 2m —1 Aw, 5) 


| Bin Ama? 二 二 BD) 《6. 5. 20) 
大 此 ,由 简单 的 观察 
Pon An) = ART E oa hy) 
和 公式 56.5. 20?, 可 得 到 
BY ay tn) = AE eg) C8 5 2) 


利用 部 分 分 式 分 解 并 且 依 次 使 用 公式 (6. 5. 21) 与 C6. 4, 17? 中 的 关 
系 , 得 到 


m=? 


an 
A on 之 (z— A, El pe OD) (6. 5. 22) 


m—i an 


~ 


SA (B'a: An OL 一 fmi) 


azm? 
7 P'on Gu 一 和 加 | 


2 E cu Br 3), 5 allan, lz| 一 1 
dm— 1l 一 oo 


j=] = 


这 就 建立 了 公式 (6. 5.19), e 
附注 “在 公式 (6. 5. 19), 1% 


w= Ta JEZ 6529 


应 用 公式 (6. 3. 21) 有 
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am—2 
m Amk n~ ~~ a 
eP = E T EKO hn) Bs Ga) 


(6. 5. 24) 


其 中 六 是 2m 阶 修改 的 Euler- Frobenius £ i st. 因此 ,公式 
(6. 5. 24) 简 化 了 x 的 计算 ,因而 就 简化 了 公式 (6. 5. 23) 中 a 
With. AX FA BIR MEST 6. 9 中 线性 Pascal 三 角形 算 
法 与 公式 (6. 3. 21))。 

为 了 用 公式 表示 公式 (6. 5. 16) 中 误差 浏 量 的 估计 ,回忆 在 公 
式 (6.1.13) 中 引入 的 记号 


1 Era C2) 


FC) = (9m —1)i oi (6. 5. 25) 
FHER 
ROD := (2m — 1) F, 2) Da 
gh z war waa 
~ i 一 a? tI Shi 
(6. 5. 26) 
有 下 述 结果 。 
定理 6.15 对 于 性 一 正 整 数 抽 ,对 于 任何 cEF, 有 
ev (ec) & < max |R| Mle lle (6. 5. 27) 


定理 86. 16 对 于 任 一 正 整 数 mm, 存 在 一 个 正 束 数 NAN Cm) 


m—1 m 
ET 


lAl 


(6. 5. 28) 


max |R) | = 


lz[=1 


"28] + 


对 于 所 有 NEN AÈ., h Bort T m=2,3,4, Nimfe ARA 
0, 

作为 上述 叙述 的 次 个 定理 的 一 个 推论 ,因为 对 于 n, A 
ok (6. 5. 23) 中 的 和 项 符号 交错 并 旦 上 其 有 单调 减 的 数量 ,我 们 具有 
推论 6. 17 对 于 mn 二 2.3,4 fo ft EM 六 


Ce) SOM Amna Fete 6529 
其 中 
xt 
oS” r= 2C(2m — 1)1) 5 (6. 5. 30) 
i i — Am j 


定理 6. 15 的 证 明 像 公式 C68. 5. 12) 与 46. 5. 15) 中 那样 , 令 cH’ 
Fech HAA CHC. 分 别 表示 它们 的 符 导 ,那么 ,由 公式 
(6. 5. 14)(6. 5. 15) 与 6. 5. 9), 有 


CO.) = (PDEA + OU, (D3 Elz) (6. 5.31) 
+ {PLD Gyi 2) + OCD y(— 2 EC— 2) 
Sieh P Aj Q Je m BYR PERN, SRNR YL HARES. 
HE. BY FA eSB RCS. 3. 13) ,我 们 有 


C(z) — D= POLG) — Gele] 
- ODLA ~ Hyl2)]}OC@) (6.5.32) 
— {P(z)[G(— 2) — @C— 27] 
T OCDLAC— 2) — Hl Dhi 2 
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另 -方面 .由 公式 (6. 5. 7), (6. 5.8)，(6. 5. 239,06. 5. 25) A 
(6. 5. 26) 得 到 


RE) = 1 Om- 11 F, PAG) 《6.5.33) 

并 且 在 定理 5. 10Civ) 中 的 异 等 式 变 成 
O 十 PB O — A 一 "Bs 2) = 2 2B yg l) 
(6. 5. 34) 


因此 ,应 用 公式 (6. 5.33) 与 (6. 5. 34) ,公式 (6. 5. 32) 中 的 量 能 驶 简 
化 次 


， 一 2m 十 1 
Cz) 一 Ëe) = orca + 2)'"F,,-, (2) (6. 5. 35) 
— (1 一 z)” Em z) ] 
x [ l ESN LED) 


(2m — 1)! F C) 
—~ LO + DA — Enl 2 
— (PE — DQ + 2)", 10-29] 


1 Aaron oy | 
x Eer — 1)! Rz) Ta Ce |ë 2) f 


= FH l Z Om — 1) ITER NE C2) 
F Cz 
= RIDE (2) 
论断 公式 (6. 5. 27) 现 在 应 用 Parseval 恒 等 公 式 (2. 4.180 HAR 
(6. 5. 35) 得 到 。 @ 


定理 6. 16 的 证 明 ”引入 记号 
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(6. 5. 36) 


并 且 注 意 
E' omi CAm, 一 I 《和 人。 — Aad 


itj 
由 公式 C6. 5. 24) ,有 


L = Cm 1) Pg n) ny — = (8. 5. 37) 
m.j 


Am) 
: Ej 


其 次 ,把 公式 (6. 5. 37) 代 入 公式 (6. 5. 26}) 得 到 


m—i atip (a 
RË (2y= aj Pala i (6. 5. 38) 
oT Fy, Aq.) Ams — 和) 
x 1 


; 1 1 

24 75) _ 十 一 
(z 4 2? (Anji 十 ha 
x [Ca 十 a) — apices? 4 274) 
三 一 | Fag ant? 
Sat Ri 并 


mm 


L + 全) 
m.j 


—. Ag sent? + zt zy] 


另 一 方面 ; 设 = roe MF ,公式 (6. 5. 36) 中 定 尽 的 表示 式 Paj fie ae 
BA 


m--2 
F,,(2) = F, Ce?) = >Jd,,,,coslo (6. 5. 39) 


im ĝ 


- 284+ 


因此 ,公式 (6. 5.38) 中 的 公式 变 为 


一 - A Aa bn, it “ Q 
z 一 2 >》) >) 1 (6.5. 40) 
jl imo F a,j Aam (Ag, 5 一 元 J 
Ww 


X cosim[ coswa + l Ta [8 + Do] 


lAn, 


因为 <r | Ans | < | 和 <1 ,很 明显 ， 


1 41 
m,m—l | | 


[Anma | > 0 
(6. 5. 413 
所 以 


四 一 上 


Fami mmi) = Gai A mod + a `X 


一 《2 和， 十 x] > 0 (8. 5. 42) 


但 国 为 Ptz) 是 一 个 只 具有 负 堆 点 的 对 称 Laurent SHIR, 
所 以 公式 (6. 6. 39) 中 的 系数 六 一 定 是 严格 正 的 。 这 样 ,由 公式 
(6. 5. 41) 与 (6. 5. 42) 得 到 


li pa 六 
im [A P ] 
Nos ml j=1 Fa 2 — 
A i) Amy in.) 
Da,m— 1 
= - i > 0 
Fam Am mi) (Agen T An 2 


对 于 所 有 i 一 0,…,m 一 2 成 立 ;因此 ,存在 一 个 整数 N= N, m) ,使 
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对 二 所 有 NN， 


tN} wa 六 ~ 
Fa, I 一 2>， - T= L a T = 0 
151 F m,i CAm, i) Fane, 本 ra, 
, ha, 
(6.5. 43) 
对 于 /二 0,… ym 一 2 成立。 因此 ,我 们 看 到 ,对 于 所 有 NEN Ree 
EMA ASC) HM A 


mo 2 


ROD =~ LFS) St PcosNw 


+ 二 由 
+ parcos N 十 1)o@ycosto 
该 多 项 式 具 有 正 系数 (除了 对 于 因子 (- 1)**! 而 外 并且 满 足 
max}R*Cz)| = REG’ NN, (6. 5. 44) 
Jel =1 
EDL FW PCL) = DU NaC J) = 1 ARCO. 5. 44) 与 (6. 5. 26048 
到 


max |R (2) |= Ra D (6. 5. 45) 
z/=1 


aN 
= 2((2m-- 1)1) Sey te 


mj: 


对 于 所 有 NEMAR, ERAT OAPI AAG 5. 45) 与 
(6. 5. 28) 相 同 。 对 于 m2 ,很 明显 ,公式 (6. 5. 45) 对 于 所 有 N0 
成 立 , 并 月 只 要 稍 许 做 点 工作 就 可 证 骨 , 当 严 一 3 与 站 时 ,公式 
《6. 5. 28) 也 对 所 有 NEO 成 立 。 @ 

FRE RRR SKM. RRA FP 
AER: 
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eo Ce) SS 2.732 050 9 x (0.267 95054 | e || 
af 


cd 
(c) 7.837 3747 X (0.535 280 DT! || ell” 
(8. 5. 46) 


这 些 是 应 用 推论 6. 17 ESI ht. Hee eed tiit t BE 
ye Fh By N $ m= 2.3.4. 8646 HAt (6. 5.28) 得 到 ， 


v4) 
£ 


UON 


6.6 全 正 性 、 完 全 振荡 及 零 交 叉 
正如 第 4 童 中 所 述 ,基数 BF- 样 条 其 有 一 个 很 特殊 的 性 质 . 称 
为 * 全 止 性 ”。 这 个 性 质 是 使 样 条 级 数 


Seats R) (6.6.1) 
上 


确立 最 适合 “平滑 "用途 作 为 唯 -工具 成 为 关键 组 成 部 分 。 本 节 将 
证 明 . 根 应 基数 下 小 波 AERA XESS ERA RA 
PTE. SoS BRR RRO AE iT Aa RS AY. Bs R 
数 


Dd A) (6. 6. 2) 


可 * 检 测 ? 这 样 的 数据 .这 尚 种 级 数 之 间 的 重要 区 别 是 ,公式 
6.6.1) 中 的 级 数 绝 不 比 它 的 系数 序列 to) 振 葛 得 大 ,而 公式 
《6. 6.2) 中 的 级 数 总 是 比 忆 ) 振 薄 得 大。 将 会 看 到 ,具有 -个 特 
殊 的 性 质 , 称 为 "完全 握 蕊 ”. 这 与 它 的 同伴 N, WS Lee ee 
B. 
EM 6.18 

(1) — AEE MORR ATI RRR) HARA EHS 
《CTP)”, 如 果 通 过 删除 M G1 BTS I RE M 的 有 限 维 于 
FH LANE SAE A, 

(2) -PAAGHK Fa NKAL- PRE d E E 
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[Flay] — PE IER RP ia) B RAPHE KE 
的 任意 增 序列 。 

(3) 具有 有 ao 天 0 的 一 个 序列 fo) 5 一 Do (有 限 或 无 限 
的 )， 称 为 是 一 个 全 正 序 列 , 或 者 一 个 Pólya 频率 序列 ,如 果 通 过 证 
0 1 二 0_s 二 中 二 0 形成 的 Toeplitz i Lant AEE, 

对 于 基数 BRR NING EAE ER GbE ZZ 
的 一 个 函数 。 这 样 ,就 说 NN, 是 全 正 的 ,这 是 指 , 对 于 任 一 正 整 数 。 
和 任何 序列 {x,} 与 {65}, 而且 


pes} LER 
. (6.6. 3) 
Eom <td LEZ 
我 们 有 
det[N „Cz; — p] o0 (6. 6. 4) 


证 明 关于 基数 有 样 条 的 这 个 重要 事实 不 包括 在 本 书 中 ,但 是 ,我 
们 要 指出 作为 公式 (6. 6. 4) 的 一 个 推论 ,序列 


{Nt? D FG = OL] (6. 6.5) 


是 一 个 Polya 频率 序列 。 实际 上 ,和 人选 拉 rz; 一 ji 十 1 与 二 ,其 中 
ke, ,可 看 到 ， 了 [Nin Gt kA FES AS 
A C6. 6.5) 第 一 行 给 出 的 上 三 角 Toeplitz 矩阵 相同 。 注 意 公式 
(6. 6. 5) 是 序列 的 符号 也 是 有 意义 的 ,因为 Euler-Frobenius 2% 
Bo 的 17( 细 一 11 È BRB BY 


oo im 2 


SD Na G 十 De? = Ga pill e+ [anil 


j= 


(6. 6. 6) 


因为 2 和 0 一 1……2m 一 2( 见 公式 (6. 4. 16))。 RP RBA TE 
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广 到 和 任何 Pólya 频率 序列 如 下 ， 
引 理 6.19 {a}, FEZ, SMR mm 天 0 的 已 中 的 一 个 序列 。 导 
各 {ai} 是 一 个 Palya HEAP DRE MAS EA 


Shae = ae" Sig (6.6. 7) 


其 中 ya Bi 且 


>) (a, + p) < oo 
例子 6. 20 考虑 像 公 式 (6. 2. 6) 4H AY m BPR B- 小 波 加 的 
两 尺度 序列 {9.}。 更 一 般 地 说 ,对 于 每 个 "一 0,…,m 一 1, 考 虚 序 列 
{45623}, 它 控制 用 公式 (06. 3. 5) 定义 的 它 的 7 阶 导数 OD. AF 
号 在 公式 (6. 3. 29) 中 已 经 证 明了 是 


3 机 一 2 十 7 


Dlr DM af 
(3 k=0 
got r 十 1 
0 


BI M gih k = 04 3m 一 2 十 7; BPE BS. H A GS. 
wha =C 1g = ac :| 的 符号 变 成 


zao 


2 t= a Bam CL 2 


这 是 一 个 只 有 负 零 点 的 多 项 式 。 因 此 ,用 引 理 6. 19,ler et 
Palya 频 率 序 列 。 © 
回顾 定理 6. 10, (gn BE aE IH RTE Pascal 三 角形 算法 计算 。 
-RK k A TERR, 
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定理 6.21 A ee BAB RACE. 3.12 Mad — PAM Pascal 三 Ñ 
Ai Bh mat FT A nE ZZ, ky Cal ky CA LEO A b (nD Db Cad Dl) 
TABS Mn) A> Polya 频率 序列 。 
Polya HREJE SAN —-- A Sik BS E RE M E E TT A 
nan 这 是 在 “振荡 ”意义 上 的 一 个 “平滑 "效果 ,作为 一 个 序 
Be AD BS OE ES Polya 频率 序列 求 着 积 或 与 金正 楼 求 
unt eee h 
HEM 6.22 -AARAA aE AARE REA 
MANARE AUB aE RR ARRAS Ca)。 这 个 序 到 a 的 
强 和 前 的 鹿 号 数 是 当 序 列 的 碍 个 (内 部 的 ) 圭 项 看 作 是 正 的 或 负 的 
Mee RE SRE SKK ARRAS ka)。( 广 : 当 者 虐 一 个 
湖 耻 序列 时 ,序列 的 第 一 项 和 最 后 一 项 假定 是 非 索 的 ,) 有 具有 
suppf 一 [La 省 ] 的 连续 函数 了 的 强 蛮 导数 定义 为 


ST(D = supi ST Cl fro) 了 (zs 
:dr OnE ZT} 《6. 6. 8) 


EHF] f AMF BES REAA 


SID =sup{S* C{ flay) FEON 
:DE 36.6.9) 


附注 “在 考虑 计算 S OH RM RBH 4, 它 的 支撑 不 包 


括 使 f= 0 的 非 平 凡 区 间 EREN EZ = suppi AP 


LP) = {x f(z) ~ 0) 的 闭 包 (6. 6. 10) 


否则 ,计算 sf) 将 在 suppf 的 每 个 分 量 上 考虑 。 
下 述 基 数 玉 样 条 的 变 缩 性 质 能 够 应 用 全 正 性 性 质 建立 。 
定理 6.23 mel ATE ERR, MA 
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SA a NaS D STA ht, E 
k= 0 


(6. 6. 11) 


就 相应 的 B- 小 滤 pu 而 论 ; 我 们 将 看 到 ,代替 可 能 减少 的 变 号 
数 , 一 个 庆 小波 级 数 通常 总 是 振东 得 比 它 的 系数 序列 大。 的 “ 完 
TRR RAEES Na 的 全 正 性 相反 , 它 使 入 在 应 用 于 不 规 
则 事物 ,如 奇特 的 事物 ,的 定位 与 测量 方面 是 有 用 的 。 
定理 全 2 YS m2 fe dd 40, AS 


S7 ONLIE 一 >n t 3m2 
SCL)) + 8m— 2 (66.12) 


4 PE ATS ES AER BT. AMIRE — 
大 的 下 界 。 人 这 个 方向 上 ARANES ARANE PERRIN 
t 
Aa o 


定理 6.25 e dph AO, MBA 


STS dh E E a +4 STU (6.6.13) 
k=!) 


WA, te RP BL RAH AHA -PE PHAR 
S Ch =0,a A 


SHD da) = HA 6.6.14) 


t=0 


附注 公式 46. 6. 1 AR RE “eR MARIE A EM., 
定理 6. 24 的 证 明 ”回顾 5.1 节 中 定理 6. 3,( 小 波 ) 空 间 GE 
m 阶 微分 算 子 "BEB rr 的 (多 分 辨 } 子 空间 VE? 等 同 。 
然而 ,不 考虑 在 那里 的 关系 ham Din RITI A (2m) rb 
样 条 
" 291 。 


2m—2 
PACE) = FD DNC H D Nale — j) 
j= 
(6.6. 15) 
CREE. ARRE 


{Pee &) 7kE ZZ} 


是 YI" 的 一 个 Riesz 基 。 而 且 , 类 似 于 关系 OFLA RITA 


DEY;, = Pn 
事实 上 ,应 用 定理 4. IH Cie 次 就 得 到 
amt 
(DPN = sto YC LYNG + DNP Or — j) 

ij=0 

f 2m— 2 证 

= way Dn + Do 1 

j=o k=O 


m 
x [leei 


eZ im 
= SSS [y0 
i=0 上 一 自 


x N,(22 — 2 
im—Z 


= J aN, Or — D = pala) 
i=ù 


因此 ,可 以 使 用 Wi 代替 定理 6.3 中 的 Wan LE RAR 


G@) = Sarit 一 k) 


t=0 
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因为 dod, 0 FFA supp’ ;.=[0,2m—1], a) Bi 
supp? = [0,n + 2m — 1] (6. 6. 16) 
«A ee 
Gk) = 0, kEZ 
le (0) = GPa + 2m — 1) = 0, $= 0,+,2m — 2 


(6. 6. 17) 
得 到 满足 


Oz <1 <i af LI <n + 2m — 2 
< etam 1 C e 2m — 1 
O <0 af? <tc of C2} 
< < 一 


| 7 - 一 一 1 
<a <a A CaP oe aT, 


< <n + 2m — 1 
C6. 6. 18) 


A) HR 2) j=l, eb mH 2 A,m E tE aO 
在 每 个 xz? 有 一 个 ( 强 ) 变 号 ,) 一 1 十 2m 十 :一 2。 特别 是 


EM Cry = Sava — k) 
上 一 总 


在 每 个 zi Pay? 上 具有 一 个 ( 强 ) 蛮 号 。 © 
定理 6. 25 的 证 明 为 研究 更 精确 的 计算 st, BERA E EE 
的 一 个 结果 , 即 :如 果 4 是 任 一 px at DEERE E pn. BP 
么 ;对 于 任 一 实数 (x 十 1) 维 向 量 


~ (Av) <= minfa, ST (w)) = = 5S (ve) (6.6.19) 
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这 个 事实 实际 上 是 建立 定理 6. 23 的 关键 成 分 。 另 外 ,如 果 
v= 《ay 和 一 一 sFHIRA BRIE 


Sto) + S70) ean (6.6. 20) 


为 了 建立 公式 (6. 6. 13) ,需要 年 阵 


= [e et po] (6.6. 21) 
-| 1 
6 
10 1 
6 6 

, il 10 | 

1 1 

: 6 
10| 
6 : 
1 | 


还 容易 证 明 , 这 个 (2x 十 5) XX (x 十 1) 逢 阵 4 大 一 个 全 正和 矩阵 ,因此 ， 
把 公式 (6.6. 19) 与 (6. B. 20) BY FE fe) BE v Cott tana) M 


就 有 
Sto) > 2a A4 S etn + 4 一 8 (dt) 
这 就 建立 了 公式 (6. 6. 133, 
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用 次 ,通过 使 用 加 与 Rs 的 两 尺 订 关系 ,基数 及 小 波 级 
Hodge DEBET NO. -DFA ARR BORER 
数 。 因 为 这 个 级 数 的 支撑 是 一 个 区 间 PE SP RS 
正 性 的 另 . 个 结果 ,我 们 有 


stl > diiyC+ |< an — 4 (6. 6. 22) 


E=6 


因此 , 当 5 Cid b= 0 HE HE SR C6. 6. 13949 06. 6. 22) 得 到 公式 
(6.6.14), © 
在 应 用 中 ,关于 有 小波 级 数 振 蓝 的 精确 程度 是 相当 恒 要 的 ， 
例如 ,一 个 受 *Nyquist 速率 "控制 的 带 通 带 限 信 和 号 的 零点 分 布 ,只 
Ee PREP Ee RA ES HAMS ASE ROK 
复 。 当 一 个 基数 B- 小 波 级 数 处 理 为 一 个 带 通 信号 时 ,然而 , 它 不 可 
能 是 带 限 的 ,因为 它 不 同 于 一个 指数 型 的 整 函 数 。 而且, 当 使 用 线 
性 8 小 波 时 ,我 们 仍然 有 下 述 定理 。 高 阶 基数 小波 类 似 的 结果 
用 此 写法 是 不 适用 的 。 
定理 6.26 4 


| £2) = Yda o j) 
j= 


ga) = Siegha ~ j) 
J 一 0 
是 具有 BCP Hg) =O e+ 3] A E DRAM 
S (o= ERA AEEA, MA. wR HG ARMA RSS 
必定 是 9 的 常数 倍 。 
证 明 RE A to 0 和 ce 40, TERR o fF ced BRA 
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《8 ef) (2) = 5 《ci 一 cd ) Yala 一 j) 
j=l 


Me o-f 不 但 为 零 ,不 失 其 一 般 性 ,我 们 可 假定 (gy 一 of) 
二 [1 十 3]。 因 为 (g 一 ef) EVI, 那 么 应 用 所 请 的 Budan-Fourier 定 
MEE ERFREG, +H gof WFA ZG- DHR Ef 
计算 重 数 在 内 ,不 超过 2 如 十 2 个 , 即 ， 


Zlg — cf) & 2n + 2 (6. 6. 23) 
” 另 一 方面 ,因为 g ABETONE HBR, CEO1IR AA 
一 个 简单 零点 。 因 此 ,由 定理 6. 25 得 到 


Sty) laara = St Cg) | coma) 一 1 
= 2n +4—-S Ce) — 1 
= 2a -+ 3 (6.6. 24) 
另外 ,因为 9 RAMSAR SRAM 相同 的 零点 ,我 们 有 
ED lanto SZ — cf) (6.6. 25) 


所 以 ,由 公式 56.6. 239-06. 6. 25)。 我 们 得 到 


Za + 3S st Cg) | as 
S409 laara & 一 of) San + 2 


REMEH. RMT ce EAA. 大 
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第 七 章 ” 正 交 小 波 和 小 波 包 


由 于 明显 的 原因 , 正 交 基 是 Hilbert 空间 最 理想 的 基底 。 特 别 
是 ,如 果 到 (下 ?的 一 个 正 交 基 用 某 个 A Ro ERAS oA 
对 偶 的 ,已 经 是 一 个 小 波 。 而且 ,关于 尺度 函数 % 的 ?的 责 尺 度 序 
列 公 } 可 由 #$ 的 两 尺度 序列 {7,} 简 单 地 得 到 :通过 复 共 恩 , 再 加 上 符 
号 的 交错 和 沿 一 个 单位 位 移 方 向 的 反 转 。 例 如 , 像 在 (5. 6.14) 中 那 
” 样 ,我们 可 以 设 

de = (— LYP 

檬 句 话说 ,本 质 上 只 是 一 个 两 尺度 序列 控制 多 分 辨 分 析 和 其 相应 
的 小 波 分 解 。 更 有 意义 的 是 ,应 用 {8.} 与 {4} 的 一 种 混合 产生 3 的 
两 尺度 关系 ,这 个 小 波 空 间 w, 就 能 够 进一步 正 交 人 分解。 这样 产 生 
的 新 的 正 交 基 范 数 的 族 称 为 “小 波 包 ”。 本 章 致 力 于 正 交 小 波 和 它 
们 的 小 波 包 的 分 析 与 构造 。 特 别 是 ,将 讨论 紧 支 撑 正 交 小 波 的 构 
造 。 


7.1 正 交 小 波 的 例子 

小 波 和 它们 对 偶 的 一 般 结构 毛 经 在 5. 4 节 中 所 研究 过 了 ,其 
中 提出 的 第 略 是 从 两 个 互相 对 偶 的 容许 两 尺度 符号 P 一 P, 与 
E 二 (经 出 发 。 对 于 我 们 在 5.6 节 中 看 到 的 正 交 小 波 的 构造 ,$ 还 必 
须 是 自 对 惕 的 ,所 以 6 一 P 和 对 侦 关 系 公式 (5. 4. 7) 蛮 不 
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Pez) |? [Pi 2li'= 1, [zl =) (7.1.1) 


另外 ,根据 定理 5. 19, CTF BE ea BIE Ey» ARENS 


ete P(— 2), |z|=1 cv. 1.2) 


BW EPH rls EARR. A TAAT. 6.53045 
(5.6. 14) 中 的 选择 一 致 ,我 们 设 6 二 一 1 及 二 1, 所 以 


Q(z) = z Pe az, |z:|=1 (7.1.3) 
EDE. AH E -A TERE eb Ma SER BE SEH 


|? (w) = Ple ™) ap) 
4 _ C7. 1. 4) 
EG = Q(e~*?) $ ce 


HR FIRA PRR WA bap AEAR. 1. 4) 
中 第 二 个 关系 和 公式 (7. 1. DRE. 

例子 7.1 令 避 是 任 一 正 整 数 并 令 Na RA m BR BPE AK 
公用 定理 3. 235 还 可 见 公 式 (3.6. 189), Fourier 变换 用 


Go 一 nfo 
| > [Nalo 十 2mh) |5 


 Lr2 
| 


7 
2 (7. 1.5) 


(F,(e7*)) 1? 


_wal sin / 2)" 
e z 


eet ay Red EZREK. EO + k EZ) 
Ve AoE RAB YM EL A, BEAR. 1.13) 中 定义 的 
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IEEE IEE F Na GP X Euler- Frobenius Laurent SOT # A F, 的 
结构 已 经 在 6.4 节 中 讨论 过 了 ( 见 公式 (6. 1. 13) 与 定理 6. 13) 。 H 
此 .通过 应 用 公式 (7.1. 3)--(7. 1.5),; 可 以 看 到 生成 {HW?} 的 正 交 
小 波 外 的 Fourier Et Y 


pw) = ev? Dep ottaa? bay) (7.1.6) 


ee (a+ 2m) 高 (名 2y 


OG +m) 
__{4 Paine 2 Fal 2)" 
本 [i 6 SI VG! UPLGOF,G@ 


其 中 z 一 e “对 于 mw 二 1, 容 易 看 到 ,用 公式 (7. 1. OB MAE ¢ 
只 不 过 是 Haar eRe. © 

当然 ,如 果 我 们 已 经 有 一 个 半 正 交 小 访 ,那么 公式 (3. 6. 18) 4: 
的 规范 正 交 化 过 程 公式 很 容易 得 到 一 个 正 奖 小波 。 
例子 7.2 令 世 是 在 前 章 中 引入 的 半 正 交 基 数 样 条 小 波 Ht, 
Xo, 2—-. 那么 we 是 一 个 正 交 小 波 , 它 的 Fourier 变换 用 公式 
(3.6. 18) 给 出 。 对 于 ota te B P A BS RTE A 
地 用 于 确定 Laurent 级 数 


> [ota 十 2rk) |? 
* 


TAF. 1.11) 一 (6. L 13), (6. 2. 5) (6. 2. 9).) 

通常 ,因为 不 了 解 尾 和 何 尺度 函数 $ 或 它 的 两 尺度 符 导 一 PP， 
质 以 必须 很 努力 地 工作 以 便 提 供 它们 之 中 的 在 一 个 。 加 入 埠 们 攀 
造 P 的 策略 ,并 在 下 两 节 中 我 们 将 致 为 于 这 各 努力。 为 了 车 束 本 
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节 , 首 先 给 出 构造 $, 而 不 是 P 的 一 个 恒 子 ，。 
例子 7.3 $ 0<o< 人 ,0<A<1<B<co, 并 且 NN 是 一 个 任意 的 
正 整数 。 选 择 满 足下 述 条 件 
supp} = [— x — e,m +e] 
w =] MF lol 和 雪 和 一 RT) 
A< Slate + 2m) | SB ER 


的 性 一 YEC"(R)。 那 么 我 们 能 够 引入 一 个 Fourier 变换 用 
人 Ko) 


plo) := - -O AB) 
{ST alo + 2a) 1?) 
k 
SRRA. AB ,$ 满 足 
supp ¢ = [— m — ew + e] GG 
而 且 在 学 位 贺 上 用 
P(e”) = D, $C20 + Ark) (7. 1. 10) 
此 一 
定义 的 通 数 P 属 于。 因此 ,分 部 积分 Fourier 级 数 
Flo) := Ple") = cP (7.1.11) 


六 次 ,得 到 
in ， in ， 
P, = if ， f(oe dea = yf ， EO (Cw ed 
所 以 
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p = 0a, jaj 一 co (7.1.12) 
POE. RNA eee. FRB 
bow) = PE") HCG)» OER (7.1.13) 
考虑 两 种 独立 的 情况 ; . 
G) 假定 o€supp 4 那么 我 们 有 
Per = >) blo + Ark) 


k0 


所 以 无 论 %C>) 一 09, 还 是 Pte?) = 0, 即 , 公 式 《7.1.13) 的 两 边 在 


此 情形 下 都 是 零 。 
Gi) 假定 woEsupp %。 那 么 可 得 出 下 述 两 个 结论 。 首 先 ,因为 


0<<e& 村 ,由 此 得 到 对 于 所有 非 零 整数 b 有 TCT + mk) = 0, HLA 


BG = HG) = LRK RITA P(e “人 一 %(o)。 因 此 ,公式 


(7. 1. 18) 的 两 边 都 等 于 gro) 。 
由 公式 (7. 1.8) 中 $8 的 定义 ,已 经 知道 


{o(+— kK: RE ZZ} 《7. 1. 14) 
是 一 个 正 交 族 ( 见 定理 3. 23) ,并 且 
‘$0=1 


1 A (7.1.15) 
DÈ Ont) = 0, OF RE Zn EZ 


由 于 Poisson 求 和 公式 ( 见 公 式 (2,5.11)), 这 就 推出 公式 (7. 1.14) 
还 是 一 个 单位 划分 , 即 : 
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Dy oa k)=l, TER (7. 1. 16) 
BE. Do RE Tete Be 到 (RD) 的 一 个 MAR, 剩 下 的 问题 是 证 明 对 于 任 
— fE TCR), 


i" 


| EC — fll,» 0, n— oo (7.1.17) 


其 中 PC 表示 了 在 1 上 的 ORD STE SEG Fe anA 
4 的 衰减 速率 。 这 是 容易 的 ,分 部 积分 N 次 就 得 到 


| “ . P Cloe dos C— w | ” $C) ed 


= 2x(— ir)” plz) 


bz) = OC TF uP (7.1.18) 


1 于 z 
E iE PS E 


Ce 


Kay = >) 62 -HD6G—HD (7.1.19) 


上 一 一 co 


能 够 把 ,的 射影 P.( 力 表示 为 
PDE = 2)" Ker, pF) dy 
因为 公式 07. 1. 160 Rae 


i Kp)dy = 1, ER 
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[PP 了 7 了 -- 子 | ， (7. 1.20) 
= ai RO ZPL 一 rE ey | 


2 


< “KO DEET 一 soo Jal | 


Ka 1 oe. 
<4 we DE fag OD ~ FE ay) | 
其 中 使 用 了 由 公式 (7. 1. 18) 得 到 的 估计 式 ， 
C 


Ke, TT (7. 1. 21) 


应 用 广义 Minkowski 不 等 式 ( 它 是 公式 (2.4. DKW (了 及) 类 位 不 等 
式 , 并 且 能 够 很 容易 使 用 公式 (2, 1. 1) 导 出) ,由 公式 (7. 1.20) ,我 
拉 得 到 

Pef II: 


= ] 
eof? ty 


| fC+— 27%y) — fC) | ody 
(7. 1. 22) 
TE AB AY SA) oR BE oP Be ZEEE MEAS . ij Aa St IE BA hh BD 4p SE SE 
成 。 首 先 ,对 于 每 个 :>9, 选 择 MSO 足够 大 ,使 
| ,< 
ia TAY FE DOR) tT ly [SM BA 24 1 oot, 
EFC 27*y) — FC) lj, — 0 (7.1, 233 


* 303- 


一 致 地 成 立 。 这 就 建立 了 公式 (7.1.17)。 


7.2 正 交 两 尺度 符号 的 识别 

尺度 函数 与 小 波 构造 中 的 技术 问题 是 容许 两 尺度 符号 PSP, 
AIA CAE 5.4, 并 且 回忆 我 们 的 策略 通常 是 从 一 对 对 偶 的 两 
尺度 符号 P, 与 G3 出 发 )。 除 在 第 六 章 中 研究 的 基数 样 条 小 波 和 
在 前 边 讨 论 的 正 交 小 波 的 三 个 例子 之 外 ,似乎 没有 任何 屋 法 是 可 
用 的 ,除了 移 造 # 作 为 一 个 无 穷 积 


dlw) = [ [Pe (7.2.1) 
t=] 
BRIN BLA RAN AS RAR RM ESE eS. 5 
与 定理 5.6 被 验证 ,但 是 这 些 条 件 既 没有 直接 考虑 两 尺度 符号 ,也 
没有 考虑 它们 保证 对 于 4 生成 一 个 MRA 的 所 有 要 求 。 本 节 只 关心 
Ron BR 2A BA Laurent 级 数 PCH 的 研究 。 因 为 P 的 完 
SREILUFBADN AH RRA EF EAR MAR TF 
条 件 。 我 们 研究 工作 的 开拓 是 从 引 理 5. 20 开始 的 。 这 里 的 区 别 
是 ,特别 强调 # 是 一 个 “ 正 交 尺度 函数 ”, 这 个 意思 是 指 ,# 不 仅 生成 
OR) 的 一 个 MRA ,而 且 还 满足 要 求 
< pl jol = jek E .2.2) 
次 先 由 公式 (5. 1.1507. 1 1) 回 亿 尾 一 正 变 尺度 函数 % 的 两 
尺度 符号 P 必须 满足 的 必要 条 件 。 , 
5| 7.4 A PA Wiener 类 WW 中 的 一 个 Lautent BM.4eR P 
RAD BRAT. 2Q0DELEALR MRE GRIM AR RTS, 
ABZ P ot Sa A 
PQ) =1 (7. 2.3) 
IP) [P+ |PC— 2 =—1, |z|=1 7.2.4 
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因此 ,由 于 公式 (7. 2.3), 像 在 公式 (5.1. 17) 中 一 样 , 感 兴趣 的 
FEF RHE PBB RAR A 


pe- po? gx (5 LEA) s 


(7.2.5) 
doch WRIT EER IE 
IS E WY 满足 SC(1) 二 1 
对 于 公式 57. 2. 5) 中 的 任 一 3, 我们 写 出 


(7.2. 6) 


pe = Sja 
k 
B :一 max | S(2) | 
本 节 的 目标 是 要 建立 关于 因子 s WAA HR URE P 
是 某 个 正 次 尺度 函数 的 一 个 两 尺 魔 符号。 


定理 7.5 邻 PEW tT RP NS 满足 公式 C7.2.4) 与 
(7.2.5) fh ERP > 0 


SS isl ik]? < co (7.2.7) 
+ 


B < 2771 (7.2.8) 
其 中 使 用 了 公式 (7.2.6) 中 的 记号 。 于 是 无 穷 乘积 


gla} :一 Tlee® (7.2.9) 
k=] 


Sh abit 4 -F gE CURIN LCR LCR), 而 且 , 具 有 $B 一 g BR 
eC LCR) 是 生成 LAIR) 的 一 个 MRA EERE BR, 
这 个 定理 的 证 明 与 一 系列 的 引 理 有 关 。 
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引 理 7.6 MPH NSIADA.27)5 C7. 2. ORE F 
RAT. 2.9) F BAG RAK FHP RK gy, 

附注 ”这 个 引 理 不 同 于 定理 5.5, 因 为 这 里 的 假设 是 用 总 而 下 是 
公式 (5.1.18) 中 的 有 限 积 。 

证 明 由 公式 (7. 2.7) 和 关系 公式 (7. 2.5) ,容易 看 到 {8.} 也 满足 


lnlltl < ce 
并 且 由 公式 (7. 2. 10) 得 到 ,对 于 任何 AO, 
[Ple “thy P(e) | 


- 
<5 D>} ladle = 1 
此 


- 1 i 
Sy 2 lalminC2, |414) 
< BD adlet 


GAJL PRE -AE RIER esi DAK. HEA o iA 
数 , Pte “) 属 于 类 Lips( 见 定义 57)。 吨 外 ,根据 导出 公式 
《5. 1.21}) 的 同样 的 推导 ,和 那里 和 的 结论 (除了 5 A rE oH e 
代 蔡 外 ) ,可 以 断定 ,公式 (7.2.9) 中 的 无 穷 溢 积 收 误 。 为 证 明 极 限 
RM ERT 是 连续 的 ,首先 假定 gCow) 关 0 在 这 个 假定 之 下 ， 
我 们 有 


g(a) 一 glan) 


Get || 


P(e?) 


oe z) 
= g(t) {exof ol > lon ||- i} 
= ol), Ww- wo 


AAW. ak go) 二 0; 那么 因为 PUI SL FET RR Dg 
的 充分 大 的 整数 k EIR BR A BX 


gio) = | [Pte **) 
WE podl, LRESA BIEN 7 BE 的 连续 函数 ,所 以 
与 一 1 


ga) = glo) | [Ped 
k=l 


在 mm 也 是 连续 的 ， o 
引 理 7.7 对 于 基 个 NSL ADAG. 2.98) 上 与 (7. 2. 5) 的 假设 之 
TRAC. 2.9) 7 AIRE (OA TEP Oa 


1+4 


tgl] < cl E : EIR (7.2.11) 


HEAR FAR LIA HEX., 4ER (7. 2.8) ,就 
有 
b = 10g,8, = logsB <N] 

所 以 ,在 定理 5.5 中 选择 二 1, 定理 5.5 的 公式 (5, 1. 20) 中 的 结 
论 就 得 到 公式 (7. 2. 11) ,而 

y = X -— bh ~l [| 
附注 “我们 町 停 一 下 ,以 便 总 结 我 们 已 经 证 明了 些 什 么 ,并 且 给 再 
定理 7 了 .5 证 明 的 剩余 部 分 的 一 个 醒 概 。 
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G) 作为 引 理 ?6 与 ?7.7 的 一 个 推论 ,可 看 到 ,在 公式 
C7. 2.9) 中 的 无 穷 乘 积 处 处 收 伍 于 某 个 函数 


g © CUR) ) UR) NM aR) 
CRASHERS. AW. HEM 2. 17,8 —hRE—Mee ror). 
其 Fourier FROM AIK PAIR. A owe 


i, 9 A 
bm) = P(e?) oD) 或 
(7.2. 12) 


é(a) = > dC 2x — k) 
此 


所 以 , 像 通 常 那样 ,可 以 引入 
Pal) = 27? 6022 — k), jek €E ZZ (7.2.13) 


- F; 一 elom T Gja k © ZZ > (7.2.14) 
用 公式 人 7.2. 12) ,显然 全 是 LPR) AS AAEE, 
为 了 证 明 它 是 (月 ) 的 一 个 MRA ,必须 证 明 六 的 并 在 IR) P 
ER BH i AoE Vo 的 一 个 Riesz 基 。 a 

(i》 首 先 证 明 # 生 成 V 的 一 个 正 交 基 . 9 T HEHN, JE zZH 
的 稠密 性 ,我 们 使 用 在 第 一 .三 章 中 讨论 的 相同 的 方法 ,通过 构造 
ZKR) 的 一 个 正 交 小 波 基 . 这 不 仅 推出 


closs U FD = 27CIR) (7. 2. 15) 
EZ 


MHRA 
V; = {0} (7. 2. 16) 


‘ 见 引 理 5 17。 根 据 5.6 节 的 研究 ,已 经 知道 ,一 个 正 交 小 波 的 一 
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个 好 的 选择 是 
pa) t= Da bOr — E) (7.2.17) 


EI 


Qe t= 【一 ] pea (7. 2.183 


还 有 , 像 通常 的 一 样 , 设 
Br) = Vee — ED, FRE BZ (7.2.19) 


那么 ,只 要 让 明了 族 
Cpa ek €E ZZ} (7. 2. 20) 
是 瑚 ( 玉 ) 的 一 个 正 交 基 , 定 理 ?7.5 的 证 明 就 完成 了 。 
为 了 证 明 % 生 成 的 一 个 正 交 基因 此 ,是 一 个 Riesz: HED. FR 
们 由 定理 3.23 可 知 , 这 等 价 于 证 时 
] 


Dn 


T le (@) [do = bg, PEL 7-221) 
引 理 7.8 ARMS RRB FE ASR GH 6RLRA 
(7.2.21), 
证 明 这 全 引 理 的 证 明 类 似 于 定理 5. 22 一 个 方向 的 证 明 。 事 实 
上 , 设 

go :一 {| [PPP ate C@) 7.2. 22) 
我 们 有 
Joie | T iglo) l do 
A on oo "= 
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] Yao, 8 oe 
= .— | | | inf EN | 2 ia 
20 | | t=} ‘Pe ) | le diw 


这 与 用 了 代替 的 公式 (5. 4. 224. 因此 ,由 公式 (5. 4 25) .我 
EE) 


P=. -Í z e |g Eu) [dw 一 Ooms Fi €E ZE. (7. 2.239) 


az | “| È Cw) [a -一 lim, = 6.4 

对 于 所 有 JEL LIT, o 
APY EHA ACT. 2. 20) 中 的 族 是 (RR}) 的 一 个 正 芭 基 . 知 道 

FRO pt 与 1 的 性 质 是 有 帮助 的 .这 里 1 与 1 的 关系 用 公式 

C7. 2.18) 给 出 。 

引 理 7.9 令 1P1 与 i 用 公式 (7.2.5) 与 (7. 2.18) 定 义 . 其 中 

MRA T2305 C724), PARP AL FREER. 
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. a 
7) Syn = 2 
上 
+ - 
Cii} > j Pic zibie — 2681 m 
t 


fiiiy Deleon 一 281m 
È 

-x _ 

(iv) > Penola = 0 
t 


— 一 一 ， 
Cv) >, i ps 一 = Zin 


WEAR EROSITA. 2. D EBT GD Str FAR. 2. 4); 
考虑 到 公式 57. 2. 18) ,Gi 是 (的 一 个 平凡 的 推论 。 有 意义 的 是 
“310+ 


交 性 ”性质 (iv) 能 够 很 容易 用 指标 的 一 个 简单 变换 导出 。 实 际 
让 .我们 有 有 


一 一 一 > 
> Pas alas 200 一 > 《一 Paap ht 
t 


E 
= > ( -1 Bo 


a a 
— > j Pew 2 Per 
k 


RE JRE ,我 们 看 到 ,应 用 公式 (7.2. 18) 改 变 多 个 y 与 pg 信 

之 后 ,vv 中 的 西 个 和 简单 地 由 中 的 部 分 的 和 组 成 ,其 中 的 一 部 

分 是 奇 指标 而 舅 一 部 分 是 偶 指 标 。 o 
PERT bts EPE EA OY HER CA FESE, 

3/78 7.10 FEER. 


2 or — m) = D) pnu Or — E) + Gaala k) 
k 
m E€ ZZ (7.2.24) 


证 明 只 应 用 公式 人 7 2.12), (7.2. 17S E 7.9 中 的 tv) 即 可 。 
© 
下 述 分 解 公式 是 有 用 的 。 
引 理 7, 11 对 于 每 个 了 EMOR)， 


>) <i D> | 
k & 


+ | < Pi aye > eae 
GER (7. 2. 25) 


证 明 只 应 用 引 理 7.10 三 引 理 7.9 i, GaGa, © 
除了 它们 在 引 理 7. 10 与 7. 11 中 已 叙述 的 好 的 分解" 性质 之 
。 311 。 


外 .这 两 个 族 (6, IS EAA PRAT EHI IE RHE. 
引 理 7.12 在 定理 7.5 PR AE PP ROB 
wA Ti, 

G) < 的 JE 

Gi} Lhar P=, JRE Z 

Gii) < 
证 明 论断 人 由 引 理 7.8, 应 用 定理 3. 23 和 …… 个 尺度 变换 得 到 。 
HVE RA Gi) ,我 们 简单 地 应 用 引 ,公式 (7, 2. 129, C7. 2 117) 以 及 引 
理 7.9(iv)]。 队 了 在 引 理 7.9 中 用 (ii 代替 (iv) 而 外 ,应 用 同 祥 的 
推导 可 得 到 (= 2 情形 的 5ii) 中 的 诊断。 对 于 FAL a je H 
公式 (7, 2.17) 我 们 注意 到 wh. HA Va CV it Asi cid 
Oa EZF VY, PRTG EM pa ERT hno o 

AE dpe de FONO NHA ERE. E aAA PELE BY 
那样 ,表明 的 并 在 严 ( 了 ?中 的 稠密 注 的 方法 是 ,证 明 这 个 族 是 
I2 CIR) 的 一 个 正 交 基 。 在 调 合 分 析 中 ,标准 这 程 是 要 导出 对 于 
{4 的 "Parseval 恒等式 *。 这 个 就 是 在 下 述 引 理 中 将 要 建立 的 会 
式 。 首 先 注 意 , 任 何 正 交 族 满足 "Bessel 不 等 式 *。 这 个 简单 事 活 的 
证 时 是 完全 与 对 于 (三 角 )Fourier 级 数 的 Bessel 不 等 式 的 证 明 相 同 
( 见 定理 2. 18) 。 
引 理 7.13 ARMS PRR MEE. OA 7.2.18) 与 
(7.2.19) È X ih ER HO.) - 9, kE ZZ. BRR FOR “Parsevat 1a F 
A": 

Df FS WS FE PUR) (7.2.28) 

itt 2 
证 明 ice HRA ELSA SA A Re ee 
类 。 我 们 首先 对 所 有 EG 建立 公式 (7. 2. 26)。 如 上 所 述 ,因为 
(0 KEM FET 7 是 … 个 正 交 族 , 我 们 有 “Bessel "不等式 : 
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SKa D> P= dflicw, jew 
ko 2 
B E, X FE HOGE BM LG ME SER. 11 中 公式 
(7. 2. 25) 的 西边 遍及 j=- Ltl n RA SE BMA 


3 D> 


j= h k= — e> 


= > { | < | — | < |?) 


k= 


(7.2.27) 
首先 处 理 公式 (7. 2. 27) 右 边 的 第 二 项 .因为 fE CY ,存在 某 个 
K>0 (8 suppfCl A.A}, ME., H Schwarz 不 等 式 , 有 
|< frd D> [= jo | 了 BO x -— k) Fry dr |? 
KSE | cate D ae) PH 
Kye" 
=i | gy ay WIL 


因此 ,对 于 所 有 充分 大 的 工 ， 


Ce 


D 二 Po 


上 一 = < 


(7.2. 28) 
其 中 
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国 为 4 VOR HAM PER ND OY LR FI. 
RAD 信和 的 测度 扑 于 零 . 所 以 公式 (7. 2. 28) 中 的 不 等 式 得 到 
foto, 


lira Dhl 一 > P= 9 (7. 2. 29) 


( 硕 僻 说 一 下 ;公式 (7,2. 29) fA BH RRR = 10} ALE SCS. 2 
RRM AT OS UE RRA. HAEC. 2.27), 我 们 有 


Hl = 
1 ` epo 2 
2 << Se l 
j= 


= = SpE róp |, TE Ce (7.2.30) 


kee 一 


为 了 研究 公式 (7. 2. 30) 右 边 的 其, 首先 注意 ,无 沦 对 Fourier 
变换 还 是 对 Fourier 级 数 , 应 用 Parseval 恒等式 : 


SL < Seda > | 


== ay <f, One > |” 《7. 2. 31) 


_ jag 的 ST fear Co + 2am) 


m= mm on 


2 


x ble -i Same dw 


gat On Sao 
zzl, | > ICO Ca + 2am) 


X Alw 2am) | "dew 
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一 | [D Oo + 2d) FO + Bnd) 


vee ee 1 
x olot 2am) dle -2 hdo 


x SOT Meo 2x8) AOT de 


一 Al 7 | PT “w) |? | fC) do + Ry 


其中 Re 定 浆 为 上 0 的 和 利 。 现 在 ,根据 公式 57. 2 4) 和 作为 
e “2 ) 的 无 穷 乘积 $ 的 公式 ,有 
| $C Zi, w EIR (7. 2.32) 


因此 ,可 得 到 


|R, z> L Fa ml. of lo + 22") |do (1.2.33) 
iv ft 


Falo t= >) | Fle 2ri2”) | (7. 2. 4) 
i= 
WAY FEC). BAF) ER bE- KA HOY M BS 
Tt ee —-T RE EB 0, A ER FER). # 
+ 415° 


l} 


易 着 到 当 Mrok, Ry oO, 

现在 回 到 公式 57. 2. 31) ,首先 ,由 引 理 7.6 与 7.7 想到 by 
是 连续 的 .另外 ,用 公式 (7. 2. 3) 与 (7.2.9), 我 们 有 友 0) 一 1 因此 ， 
使 用 标准 的 论证 ,可 以 断定 


im gf: C20) PIO [to 


Motes 2 


1 F. F: = 
=z ifl = IF: (7. 2. 35) 


BU, HÆ E Rw 一 0, AEC. 2.959.067. 2. SIR CT. 2. 30. 我们 有 


D p= peer 
jee ZZ 
C7. 2.36) 
为 了 扩展 公式 (7. 2. 3008 VOR KW Aa RM ERS. CT 
在 OO 中 是 稠密 的 。 所 以 .对 于 任何 一 个 fE VOR ?和 一 个 任意 
前 OFF TER PD fC Cy E l E fol ace, FAK. H] Bessel 不 等 
an 


LESS fda ff 


由 此 
| 
<= | 了 一 (7. 2. 87) 
国 为 还 有 
[if il.— Paill S iF floe 
C7. 2. 38) 
HAEC. 2. 36) ~~ C7. 2. 38}) 推 出 公式 (7, 2. 26) BRIE o 


- 316 > 


现在 很 容易 建立 定理 7.5。 
定理 7. 5 的 证 明 在 引 理 7.13 中 已 经 建立 了 Parseval 己 等 公式 
(7.2. 26) ,现在 我 们 使 用 标准 的 论证 证 明 ( 在 引 理 7 了 .125iii)y 中 建立 
AD TE ZIR pal E DORA AEE 事实 上 ,对 于 任 
fe VaR SEAR le elie} ;我 们 有 


| 了 一 Dg Jee Ske 2Re > eja < fi 
证 5 [enl 


IMC AEE JISNE SSA 选择 ea fpa >k N BF 
无 穷 ,有 


了 一 > < Feta > Pias f €E L'OR) 


FEU REE 天 (了 ) 中 的 。 即 ,我 何 证 明了 区 是 一 个 正 交 小 滤 。 因 
此 ,应 用 引 理 5.1, 得 到 公式 (7. 2.15), 所 以 8 是 一 个 尺度 函数 ， 
o 


73 紧 支 撑 正 交 小 波 的 构造 

考虑 到 公式 (7. 2. 18) 措 述 的 商 尺 度 序 列 {p) 与 {9.) 之 间 的 关 
RAT WATER DE ¥. 只 要 构造 它 的 相应 的 示 交 尺度 函数 
5 就 丘 够 了 ,本 节 的 目的 是 要 描述 物 进 具有 紧 支 撑 的 正 交 尺度 函数 
Al) RARER AS. RSS RAPP ni. ER 
定理 7.5 与 公式 (5. 2. 13), 需 要 做 的 所 有 工作 是 ,使 相应 于 任 一 纵 
定 的 正 整数 六 ,验证 那些 Laurent 多 项 式 8(z) 以 便 满 足 公式 (7. 2. 
4)~ (7. 2.8) 的 条 件 。 

更 确切 地 说 , 令 N E-EN IHE 


其 中 SC) ALIN SCU=1 的 -个 Laurent 和 多项式。 因为 人 一 有 品 
A) Laurent 级 数 已 经 满足 公式 上 .2.7) 只 要 验证 那些 及 注 足 公 直 
(7.2.40 


B := max psd] < 287) (7.3.2) 
就 足够 了 。 为 了 把 施加 于 POOMOAG. 2. 4) 茶 件 转换 成 直接 控 


HM SC) 的 条 件 , 必 须 注意 , 国 为 5S 是 其 有 实 系 数 的 一 个 Lauen g 
WG. |S") .是 一 个 余弦 和 于 项 式 ; 因 此 ;可 以 写 出 


|SCe7) |? = R(cosw) (7.3.3) 


BP PEEP RASA RH RED 多项式。 像 在 公式 (5. 6. 37) 中 
一 拌 ,变量 替换 BT 


Paa LO COo rn 
| = 2 sin (3) 7.3.4) 
R(z) = R(cose) = AC] -一 22) 
就 把 公式 17, 2. RR 
t+ ee 7 — mw 2 jl- - eel we i 2 
z | 人 Ce ™) | T| 2 一 | [S(t--e ™*}| = 1 
或 等 价 地 ， 


Cl — D Roe) + RO — a) = 1 (7. 3.5) 
按照 公式 55. 6. 33) 与 (5. 6.38) aC C7. 3.5) 的 通 解 用 


TIJN k- 
jac = 5 | + , 


] 业 一 中 


ETP TC — r) =— Tr) 多项式 


- 1) , 
lat xT) 


1 
d 


总 结 ROSA Ran Pee 


引 理 7.14 SS RMR LACT 3 DFM PEPE SMT, 


IN IN tk 1] w 
Se") 2 ~ | ‘sin f 中 
| | a | k 4 1 9 
十 (sin 多 5 o (7.3.7 
ijt Laurent 34H A, ASA Laurent $H A 
`] 十 z Y ， | -a _. 
37} S@=5 ne (7.3.8) 


FPRR SIAL AEA POR —P> MRA HEP BR SHE 
RRA BHAA SE, Ala, 


pla) tex SVC Daun G2 一 和 67.3.9) 
+ 


oR KAGE Rede, 
附注 BRS HART 87) FRAG o nA. M 
wee S WE SCL = 1 是 容易 达到 的 。 ASC. 3. DA AAS 
项 式 Role) (21S ARE 了 在 正 交 尺度 函数 构造 中 的 -- 些 自 
a RJE =0 不 违背 公式 (7. 3. 2) ,那么 相应 的 尺度 函数 在 
用 公式 (7. 3.7) 控 制 的 尺度 沪 数 中 上 其 有 最 小 支撑 。 下面 将 看 到 , 公 
TACT. 3,2) 中 的 条 件 通 过 选择 Ro 0 的确 是 满足 的 。 

我 们 需要 下 述 人 恒等式。 
引 理 7. 15 对 于 所 有 上 rE Z, 
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la+; jatki. 


Si Ss (7. 3. 10) 
i o] : . 


j=o L 
证 明 反复 应 用 恒等式 
pin etal mea) 


| 
很 容易 建立 这 个 引 理 。 实 际 上 .我 们 有 


` la p fn 
PHPH ee 在 | 
| k | EE- le | | 
isk ntk]; atk- Vi 
_ [r |a 7 | 十 | 上 
| F é wow k 7T ] ? | k— 2 p 
hfa +i 
_ -5| i ° 
j=] 2 | 
下 述 结 果 旺 引 理 ?. 14 的 -个 推论 。 
定理 7.16 令 入 是 任 一 正 整 数 并 且 Stz) 有 是 满足 
LIN 7 
[SeT "|7 = S | + H 1 Csin D 
gadis t 
(7.3.11) 


使 SC1) 二 1 ott —- DAS AMG Laurent 2 HA, PA. AA 
(7.3.8) P áf Laurent RA AA ERER Ba BR 
RAP MARAT 3 DELK PR-PRLBER IR, 

证 明 ”应 用 公式 (7. 3.10) 并 使 一 上 一 六 一 上 ,我们 有 


Bes = max|S(2)|?< >> 


i#|=1 


ST 


j=D 4 
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一 I+ i 
本 N 2 | y = 1 ， aN 
1 ave | fon _ | 1 { B B 
= 一 一 -- » 231 2 一 
etl a J? 


所 以 B<2 WAAR. 8. 2) 被 满足 。 


因此 .为 杨 造 紧 支 撑 正 交 小 波 , 唯 一 的 技术 问题 是 解 公 式 
(7.3. LR SG). ERS Riesz 引 理 的 下 述 结 果 保 证 SCORER 
在 的 ,我 们 给 出 这 个 结果 的 -个 “构造 "证明 ,以 便 表明 怎样 能 够 导 


出 SCz), 
定理 7.17 & ayyttt yay R i E ty 0. iÈ 
a x, 
4(o) = "3 + Djacosko 20, o € IR 
k=] 


PAR RMAR RAR RK ERA N OG — HRA 


Nv 
Biz) = Dhe 
t=6 


满足 
| BCs) B = Alo), z = ee 
证 明 ”对 应 下 余弦 多项式 4(o) ,考虑 代数 多 项 式 


LS age! 
P Ce) = 7 aye 


k= 一 时 


很 明显 ,P, 满足 


Pilz) = Alo), z= g7" 


(7.3. 12) 


(7. 3.13) 


(7.3.14) 


(7.3.15) 


(7. 3. 16) 
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Pts) = 2 Pl Ly, 26E E (7.3.17) 


We HRA ay sE0. FRG EF PCOS HHA. 3.7). 
ETI GLP, WADA Ee AA RT, EAS i ES o 
SHAME. THAAD NABI P.O RRS 
HARSHER. AYP, HBS APH 


i . 一 > 
-PA(2) = 3 人 Tc FG 1y} (7.3. 18) 
Kip [enee gy} 
acl 


Hor er pERUOh ya © VIR GFA KEH SN, A. 


ze gae gl = |e 3 | eae" 


5 e 
(7, 3.19) 


应 用 公式 (7.3. 12) ,07. 3.16). (7.3. 18 BAA C?. 3. 19) FRAT EG 


Ala = |ACw)| = P,C2)| 
= Slay | PP ltt let 
x=] j=l 
K l 7 og 
x|[ fe e 26-3) 
k= | gel 
FP sse", Mw. Smt 


| hd) 48 RE 
BD i= | gy laet | Tle [I lapal C7. 3. 20) 
L =] j=1 ! 
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A 
Tr 


x ifle- II- ae z} 
1=1 


k=] 


HEHE K+H =N PAE ARC. 3.14), o 
ME WER LRA EHE p E AEA PC K Ae a 
零点 挑选 任 一 零点 以 形成 BG), ZEN Ae 7. 15 7.16 时 , 必 
TL BOME E S(t) 二 1。 在 下 述 例 于 中 ,将 闭 择 不 位 十 
开间 位 图 盘 中 的 那些 零点 ,并 且 注 意 , 规 范 化 常数 必须 是 1。 
例子 7.18 应 用 具有 1 的 定理 7.16 与 ?.17, 有 


a 4 
Ato) = SeT 一 1 十 asin’) = = — cose 


2 


所 以 公式 (7. 3. :2) 中 的 非 零 系数 是 ww 一 4 a= —1l, MESA 
IEC. 3. 15) ,我 们 得 到 


oy olf 1 4 2 
PQ =5{—1— 42-2} 


=--~te—-@-V3ne-@4+v3)d) 


如 果 选 择 单 位 圆 外 夯 的 零点 ,那么 应 用 公式 人 7. 3.20) ,就 有 


sz) =— Biz) (7.3.21) 
— 1 — 
Leg cg of 3) 


aap 一 
=N- Vee. @4+v3)) 


V2 
=~ (0/8 Dee 3 +1} 
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因此 ,由 于 公式 (7. 3.21} 的 因子 St2) AREAS 


P =(=} Z| sC (7. 3. 22) 


=a +a -V3)s+ (+ J3)) 


atitv3 34 73 

2 a 

3- V3， 1 一 TERY 
一 4 l 


给 出 。 公 式 (7. 3. 22) 给 出 的 两 尺度 符号 的 尺度 函数 称 为 

Daubechies 的 尽 度 函数 党 ( 风 公式 (5. 2. 89, S 
为 了 讨论 方便 ;引入 下 述 记 号 。 

SM 7.19 3 a eR NDS Sy (RM AAC. 3. 20) 

结 出 的 方程 (7. 3. 1 上 1) 的 解 B(z)， BG ?是 从 Pii AE 

点 中 挑选 出 来 并 用 公式 表示 芍 , 具 有 较 太 数量 的 那 对 规范 化 熏 

BID 一 1。 屠 勾 具 有 两 尺度 符号 


JS 2¥ 8. (2) 

HOR BRAC, 表示 ,并 且 称 为 Nols) Daubechis 尺度 函数 。 
下 面 研究 紧 支 撑 正 交 Daubechis 小 波 如 和 它们 相应 的 尺度 函 

数 避 的 光滑 性 的 阶 。 

EM 7.20 By 0, AEA 了 E MOREA TRO RE 

áj Fourier $ dt f AA 


E IFC + wl "doa < co (7.3. 23) 


TELERA C 与 类 Lipe AP m-l BPM yp RE 
« 324 + 


FO Mi “一 ” mE E 7), AT WEAR 
Lip") := C"CIR) 
BHP 7.21 对 于 任何 vo, 
Č = Lip"a 


而 有 m= PA asy—m, 
证 明 (i) 假定 y=1, 那 么 对 于 每 个 >0, 有 


fa A — FO) _ A = 
h  Onk} - 


pitt ie _ pita! 


| h _ 


我 们 能 够 应 有 Lebesgue #2 Hl WX ae ae BELG Bl 


Flew) {ee the 一 


eo? da 


C7. 3.26) 


fi) = al © Ga) Dedo, fer 


FRE PER of WE LCR). BA f ECUR). 


GD 如果? 是 一 个 正 整数 ,那么 公式 (7. 3. 25) RE AS FA 


建立 ， 


(ii) 令 a 二 yy 一 上 [yr] 这 0, 那么 对 于 ff 了 Er, 由 (i) 得 到 
fE CUR) ,其 中 m= 二 [yp]。 类 的 于 公式 (7. 3. 26) 与 (7. 3. 27) ,有 


| fo Cat RY — FP Ce) | 
1 ce 


Son]. 


||" | fCe@) |min¢ kol, Ddo 
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< Lr = ia |" | fl@) |do 


这 推出 f° © Lipa, Be FE Lip”e, ° 
现在 准备 建立 下 述 定理 。 

定理 ?7.22 AERP ER ARMY THA RR D2 Hons. 

pip E Lip iapa, == Am— [am], 

证 明 对 于 SS 一 S, 令 公式 (67.3.11) 中 的 量 用 7 了 Bm. MAE 


y= sin (SM A 


B, :=max| Cs, (e7) S, Ce”) | 


até IR 
| :1 
Smax T, (sin® 2) YT Gin? D| 
= max |7, (4901 — pOT G) jue 
Ose] 
首先 注意 到 ， 
max Tp) < Darm 1) 
Dy 
和 
m—1 
TQ =< Sart ys 2 an max (1. (2y)") 
t= 0 


因此 ,对 于 Ose 
TT dy =) Soman = D 
DAME ye Tar VDR INKS 
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Dag yPn Ay p SS BFP") = mero? 


ima. 对 二 Ue 村 (2 +2) ETT 
Tao, C490 yd) Sow 2 max [dy C1 — y) 1"! 
Ds 
, ‘1 6}' 
— inim=? 
= m2 | 37 | 
Fa ik Me fa iT Be YESS 
. on r 1 mr 
En 2m 一 1 fo 
B, & m2 | 27| 


国 此 ,由 定理 5.5 中 多 公式 (5. 41.20) 得 由 


A | a tag 
| ag Ca) | 一 | [P(e ™” dy 
Fok 


sT.. 
d 


a 
lina — mint Hn 


EO + Jol) 
At T me 16. REE UE SA ERUDEL, 对 于 m<16, 人 们 能 够 佑 
itm 
2m 一 n 
B = max {S,Ce™) | = |. if 
oER m |; 
直接 得 到 对 于 某 个 n> 
| CO H Jopi 


求助 于 引 理 7. 21 .现在 完成 了 定理 的 证 时 。 o 
附注 So, RO, E 的 “最 大 " 值 ,那么 有 
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ey l oao 
lim ma 1 一 51083 = 0.207 5 (7.3. 28) 


这 个 结果 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 。 


74 正 交 小 波 包 
一 个 正 交 尺度 函数 5 的 两 尺度 序列 {pb} 包含 了 关于 #6 的 全 部 信 
Ei ,同时 用 
2 = {> -19 Paet: 


定义 的 序列 {9 完 全 表征 了 其 相 度 的 正 交 小 波 % 在 下 文中 .使 用 
记号 


f zeg Cx) z= (2) 
aoe (7.4.1) 
la := pa) 
和 
i 1 : 
| Pilz). = Plz) = a 
| BO OG) = 7 Nae = FD Dn” 
(7.4.23 
lik R ERMS RAT bik oT RR 
Hola) = >} pmo (2x 一 k) 
(7. 4.33 


(ulr) = > alr — k) 


给 出 ,或 等 价 地 ， 
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i ia) 一 Pye) ts) 
(7.4.4) 
Siwi 7 7 @ 
Myla) = Pile Dale) 


ARPE EREE FEP oh oe a” Cwavelet packets) AY eh BY 
族 的 介绍 米 得 容易 些 , 由 这 些 函 数 得 出 正 交 基 . 它 们 能 够 用 来 改善 
小 滤 对 时 间 - 频 率 局 部 化 的 性 能 。 

EM 7.23 用 


pe :一 D puult 一 k) 


(u4 CE? i= S alr — k) 
i 


(7.4.5) 


R49 BK nn 2 A 241 EO le ATESA AA 
a= pa ODRE", 

因此 , 族 (4.1 是 正 交 小 波 如 = 的 一 种 推广 。 为 了 由 其 Fourier 
变换 描述 EZ 98 2 2 的 二 进展 开 , 即 ; 


n= Soe, 2 € {0,1} (7. 4.6) 
i=l 


注意 ,公式 47. 4.6) Se A HRA Ae ,如 
E 2% a2 ABA A n= 20" '—a,, A 20 la <2", 8 <5: 
并 且 重 复 这 个 过 程 , 可 得 到 ee ort tart ++ 2e wp 
Lagas EDRF ss. eso BS 2, = 1, FM j= 0, 

定理 7.24 邻 n 是 任 一 非 久 整数 并 且 今 4 的 二 进展 开 用 公 云 
CT. d. ORE ABA ob E a of Fourier 蛮 接 用 下 式 给 出 ; 


ao) = [JE WER (7.4.7) 
=1 
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证 明 小波 包 的 两 几 度 美 系 公式 5 本 5) 的 Fourier 变换 等 式 用 公 
式 57.4.8) 给 由 ， 


| Co) = Poe) aS) 
. 7.4.8) 
PRS 一 Pyle?) WS) 


到 公式 (7- 4. 和 ,可 以 用 关于 并 或 2 十 1 的 归纳 着 手 证 明 公 式 
C7. 4.7)。 假定 公式 (C7, 4. 站 对 于 所 有 从 有 0 和 (过 2m 的 x 威 立 , 并 
H IE oega, h LERH ie, A 


Í ] 对 于 了 一 s 十] 
”| 0 对 于 jy 之 5 十 1 
所 以 
atl 
n= Seo 
j=l 
FFU 
5 = 5 t Se B12 
gel 


Riik- FOL 表示 不 起 过 > 的 最 大 整数 ,并 且 注 意 ， 
n= 215] +e, 7.4.9) 
EU KS eR C7. 4.8), 有 


h(a) = PC tea 5) (7.4.10) 
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Bm Tinh BD 


AHS AAR 249 FI 
Baat = TTP, @ *?) (7.4.11) 
yer 1 


Ai HAAR. 4. LOA Ce. 4.11), 得 到 公式 (7. 4.079, [ ] 
下 面 , 证 明 小 波 包 保持 正 交 尺度 国 数 n= 二 5 的 正 交 性 质 。 
定理 ?97.258 |dATE-ERRA BHO (ey Zhe 筷 

转 。 那 和 对 于 每 个 ee ZZ, 

pa Pom >= ba. GRE 7.412) 
证 明 AA a — Oot 7. 4. 12) WEE, 
定 公式 (7. 4. 12) 对 于 有 具有 Omi 2* 的 所 有 x Ror HSS 
Monet, IM 2. (RE ce 7. 24 中 证 明 的 那样 ,应 用 公式 
17. 4.8) 与 <7. 4. 9) ,有 


CO 
-人 to 


l = : — i, 
= 5, iP, : 
27 —as! te on i Aa S 


“£5 


an nt 


e7 Dudo 


atl) ener 2 | a wo ; 2 ta vm 
ce | ja Edy 


da 本 = 
-m 1 | P, (ei?) | END 
on ° f= ens 


lipo + Bm) | dw 


因此 ,用 归纳 假设 和 定理 3. 23 ,得 到 


EL Few Ce kD 


— l f ir Oe ' P, Ce/2y | ‘dao 
27 Jo ot 


— l f Tae IP (e702) |? 
2 ü if 
+ | 已 (一 ea 
__ dl en itk— fhe — s 
= [7 dw = f; 
其 中 下 述 两 个 恒等式 之 一 ， 
[IPOD L JPE 2}? = 1 
eco lee 2? =1, [zl =1 
被 应 用 (网 公式 C7.2. 4) 与 7. 1. 3))。 | 
正六 尺度 函数 m4 与 其 相应 的 小 波 二 之 间 的 正 交 性 质 
还 可 扩展 到 小 波 包 , 像 在 下 述 定理 中 表明 的 那样 。 
定理 ?. 26 邻 g 是 一 正 交 尺度 注 数 而 1 如} 是 其 相应 的 小 波 包 。 那 
A 


<I Hyke- Deku (+— R) D>, Fh S| ZC MH, 
C7. 4.14) 


证 明 在 着 手 证 明之 前 ,首先 写 出 恒等式 


Pilz) PI + Pal D BD 


= P(z) Q@) + PC 2) QC(— 23 = 0, 
Jz] = 1 (7.4, 15) 


这 等 价 于 在 引 理 7. 9 中 的 恒等式 (tv7， 因 此 ,应 用 公式 57. 4. 8). 
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(7. 4. 15) 利 定理 7 了 .25 与 3. 23, 对 于 所 有 ke Ate zz, ,得 到 


< ty OF) a erg OO k) > 


Har (eo) yy CO? et Pega 
so 


2 — . 
le, (2) P, Qe "dw 


as + 20m) 


Hy see, © 


7.5 小 波 级 数 的 正 区 分 解 
令 1 是 相应 于 某 个 正 交 尺 底 函数 加 一 4 的 小 波 包 的 族 。 WF 
Eere WRA (a) ERAT SR 
L" s= clos; py < 2 p27 e bh) tk CE > 
jE M,nC Z, (7.8.1) 
回民 
e =Vy jEZ 
' (7.5.2) 
U =W, jE 


其 中 ‘Vj mm 一 4 生成 的 EIR) #4 MRA ,而 {W,} 是 由 小 波 n= 
生成 的 正 交 分 量 《 小 波 ) 子 空间 序列 。 那 么 , 正 交 分 解 
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1 ,+1 = ce) Wis J € 22. 
可 以 写作 为 
t=， jew (7.5.3) 


下 面 将 大 到 ,这 个 正 交 分 般 能 驶 由 "一 0 HES HE EZ, 
定理 ?.2.3 Artt- FREER. MA 


Ou, jEZ (7. 5. 4) 


证 明 市 定 义 ?.23 中 的 公式 (7. 4.5), 很 明显 [7 与 tT! 是 Uia 
AIP ey. 而 且 用 定理 7.26, 可 看 剂 这 拘 个 子 空间 互相 起 于 交 的 ， 
AR LA ie UR 


“C28 tly -- p) = 9 y D (Paaa (ir -- KO 
+ 22 — Ey (7.5.5) 
eTR F we ZZ ARN Boe TT 


因此 ,把 公式 (7. 4. SORENESS CT. 5. 5) 的 右边 并 县 使 用 在 
3S 理 ?775 中 恒等式 (4v) 简 化 表示 式 ， 


N . 一 
ps y (Pa ta 2 a {29% — k)j 


tal 一 


oye _ . 
= > D3 S) Puah Gd ty (Te — Bk — 1) 
T k f 


220 PaPe F Gn a a My C2 E 一 t) 


Z 


‘TS _ 1 
一 S :2 2 Zl npa T Qena] jalta — £) 


3de 


== DAOA C254 Ie =- D = p (2 — m) 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 e 
DEZE o HE BEE DL PE TRER LER HAY 
DEZ tad REZ AFEN JEZ PBB EZER 


W, = elos, < ha TA E Z > 
BY — EZA, mi LEER ;个 频带 (或 第 ; PARED Py CHE BE 
量 与 衬 帝 方面 ?提取 局 部 信息 的 一 个 时 间 窗 ， 


if, ‘= C2? 43, 2ta] (7. 5. 6} 


Ftp A RY aR BEC 3.2 与 3.4 节 ;特别 是 公式 
《3. 4.1) (3.4.5)) ,注意 ,频带 及 ,的 宽度 夺 较 高 频率 范围 增加 .下 
曾 将 看 潭 ,小 流 包 具有 划分 较 高 频率 信 和 频 沪 的 能 力 , 以 得 济 比 较 好 
的 频率 局 部 化 。 

定理 了 .28 FA Pb Base, 


一 
一 


eae 


(7.5. 7) 


w= LOU O e Oe” 
| 
| 


i a aw ’ wrt 
Wor Gut ae Ou 7 


hE i m= Oye PH] kel yj 和 gH le 2 了 


LETETT 


(2° ey CB o. D 2I = z} Te 5. 8) 


4 


ZU 的 一 全 规范 正 交 基 。 
BEE ”使 用 会 起 (7.5.7) 中 的 第 上 个 正 交 分 解 .第 了 个 频带 H, 
一 步 划 分 成 入 个 * 子 频带 ": 

一 (7.5.9) 


a 


当然 ,公式 57. 5. 8 UE” A TE eR ET EEO 内 的 时 
ie] Ah FF ae 


(H? sm = 0,---,2* — 1} 


的 并 是 整个 H 

WAR 设 a 一 1 FARA HW, ABA AST. 5. 7? 的 证 明 是 简单 
地 重复 定理 7.27 中 公式 (7. 5. ORAH. AC. 5. 8 中 的 族 是 
UN" 的 一 个 正 交 基 , 也 是 公式 (7, 5.1) 与 在 定理 7, 25 中 的 公式 
《7. 4. 12) 中 的 一 个 推论 。 o 
MRE 考虑 到 公式 (7, 5. AAAS EEEE 


gr) = D dipr 一 R) = Saim (2r —an) 


(7.5.10) 
都 可 分 解 为 小 波 包 分 量 
Js = SS gg Be — n) 
m= 0,2 — 1 (7.5.11) 


的 一 个 正 交 和 (对 于 任 一 固定 4 值 ,1 所 ES 能 够 用 公式 表示 为 一 
个 “ 树 ”, 其 中 树 的 每 个 支 具 有 两 个 子 次 ,如 公式 (5. 4. 48) 给 计 的 具 
有 
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(7.5.12) 
b= Eeh = al ` 1) pe ag 


的 同 祥 的 分 解 算 法 能 够 用 于 每 个 支 的 分 解 . 当 然 , 这 个 树 的 分 解 得 

法 应 该 设计 得 适用 ;特别 是 ,如 果菜 个 小 芷 分 量 不 像 其 它 分 量 乓 

要 ,那么 用 选取 上 的 较 小 值 使 它们 具有 很 少 的 支 。 对 于 重 构 , 树 的 

算法 能 够 应 用 具有 权 序 列 玉 与 =( 一 1 的 重 构 算 法 倒转 。 
AFP R EZTA ERS k ARR BERAR 

《7. 5.7) 中 的 最 后 那个 公式 。 

推论 7.29 ”对 于 每 个 j= 二 0,112,*…， 


LOR) 一 由 w, (7. 5. 13) 
JEE 


= OW OPODO 


(Byes tye k) zj = Å 1.032 = 2,3,- 3k E ZZ) 
(7.5.14) 


是 CR) 的 -- 个 规范 正 交 基 。 
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注 解 


第 一 章 

三 角 绥 数 的 标准 参考 文献 是 Zygmund[9]。 有 关 Fourier 级 数 
By i ay BH Baril l], Helson[5], Katznelson [6], Stein 与 Weiss 
[7]。 这 些 书 对 我 们 准备 第 一 .二 章 是 很 有 帮助 的 . 

最 简单 的 正人 交 小 波 是 由 A Haar sS JI RAI Haar 函数 。 积 分 
小 波 变 换 OF) Cb.) 的 概念 首先 是 Grossmann 和 Meorlet[ 54]3 引 lA 
的 ,但 基于 使 用 平移 与 脱 拱 的 方法 可 追 漳 到 在 奇异 积分 算 了 研究 
中 的 calderenL30]。 使 用 于 积分 小 波 变 换 公 式 的 基 小 波 在 小 渡 文 
BRP AD BROS RE DR”. E FE COR) TE FR a ke E 
(yf) Gasa PER 的 复原 公式 能 够 在 [54j 中 找到 ， 

fe PRR Gs HR or ch Oe EC) a), Heft bE IR 
与 6 一 2 jE ZARB ase Malla 指出 的 ,并 且 二 进 小 波 
的 概念 还 是 由 Mallat 在 他 与 W. L. Hwanes[60] 以 及 他 与 S. Zhong 
161,623j 的 合生 工作 中 引入 的 . Mallat 和 Hwang[L60] 中 研究 的 关于 
二 进 小 波 的 稳定 性 条 件 能 够 看 作 是 Littlewood-Patey 人 恒等式 的 一 
种 推广 。 框架 与 小 滤 这 类 不 等 式 是 存 Daubechies[(50] #1 Chui 与 
Shi[L 38] 中 研究 的 ,特别 是 ,由 Chui 与 ShiL38] 中 使 用 的 恒等式 便于 
表征 小 波 。 

关 二 信号 处 理 的 -- 般 参考 文献 是 Oppenhein 和 Sehafer[ 25], 
而 这 个 问题 的 数学 的 分 析 古 在 Chui 与 Chen[24] 中 给 出 的 。 讨 论 
在 信 生 和 图 象 处 理 中 的 某 些 专门 的 但 有 关 的 题目 的 其 它 参 考 文献 
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E Auslancer,Kailath & Mitter[L22] ,和 Rosenfeld[ 26], 

~~ SF RAN EE OR RCA ED ,这 已 由 工 , 
Meyer [21 JH Ze SE MF T «SF A Daubechics 在 L590] 中 已 相 
当 详 细 地 讨论 了 、 中 使 用 了 TchamitchianL68,69] 的 结果 。 本 章 
的 证 明 己 由 Cui 与 Shi 在 [37] 中 根据 Daubechies 与 Meyer H W 
想 给 出 。 

名 分辩 分析 的 概念 首先 是 由 Meyer[63] 与 Mallat[ 58] 引 入 
的 .并 卫 由 Mallat 在 L57,59] 中 作 了 进一步 地 研究 。 还 是 Mallat 
L57 一 59] 使 用 多 分 辨 分 析 空 间 构造 了 小 波 分 解 与 重 构 算法 。 在 本 
章 中 ,这 些 算法 的 表示 见 [40,43j, 共 中 ,规范 化 常数 ” ? 为 简化 计 
REPRE. EE. Burt 和 Adelson[L29] 的 结果 ,者 分 
BEA) tr Al Laplacian 人 金字塔 算 法 之 间 有 一 些 类 似 ， 

英 于 基数 样 条 的 最 广 江 的 工作 是 Schoenberg 的 [14]. 他 还 全 
资 这 个 课题 的 研究 。Meyer[63] 和 Lemarié st E ER, AR E 
间 产 所 多 分 辨 分 村, 显然 道 近 论 理论 学 者 还 考虑 了 分 割 方案 ( 见 
Chui[L11j 和 其 中 的 参考 文献 ;。 相 应 于 mw 阶 B-E Naom BP B-p 
IE pu fet] Chui 和 Wang[43] 引 入 的 。 和 AR Pa 还 在 [43] 中 根 
所 Chui Al Wang 在 L401 中 引入 的 2m 阶 位 移 与 缩 比 的 基本 样 条 的 
m TX PRP 

Fad FR -HIE BEE BY eA. LA fE Se Lc BK ah May BY CTR 滤波 
作为 极点 位 于 单位 圆 内 外 的 自 回 归 称 动 平 均 (ARMA) 滤 波 。 这 些 
算法 能 散 通 这 把 它们 与 蝇 志 过 程 结 合 而 优化 《 风 Chui 和 Chen 
[23j}。 这 个 方法 应 用 于 样 条 小 波 的 分 解 而 无 须 截断 。 


第 二 

关于 Fourier 变换 在 本 著作 中 有 许多 好 的 参考 文献 。 其 中 的 
Goldberg[4] 和 Titcnmarsh[8] 对 我 们 准备 第 并 章 是 很 有 帮助 的 。 

因为 LAIR) 或 1700,2z) 中 的 函数 认为 是 隙 数 的 "等 价 灼 ”所 

以 我 们 倪 许 改变 在 测度 为 零 的 集合 上 的 函数 ,特别 是 ,在 逐 点 收 语 
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的 叙述 中 .我 们 总 是 指 收 熟 于 所 考虑 的 等 价 类 的 某 个 表示 。 
另外 ,有 关 调 和 分 析 的 书 [1,5,6,7,9] 是 进一步 阅读 的 好 参 
考 。 这 个 科目 有 十 分 丰富 多 末 的 历史 。 这 里 ,我 们 只 包括 关于 逐 点 
收 分 研究 的 一 个 很 简短 的 讨论 。 早 在 1876 年 ,du Bois-Reymond 已 
经 证 明 ; 存 在 20 eR. ERY Fourier 级 数 在 某 些 点 不 收敛 。 由 
这 个 结果 ,证 明 Fourier ER AA IR PMT RE RI 
化 的 Ze 周期 函数 的 存在 是 不 国难 的 。 在 1923 年 ,Kolmogorov Ht 
广 了 这 个 观察 结果 ,并且 证 明了 , 某 个 2r 周期 连续 函数 的 Fourier 
级 数 可 以 几乎 处 处 不 收 合 。 三 年 以 后 ,他 又 推广 了 这 个 结果 ,并 且 
IE H T. B A JLE Abak T a Fourier 级 数 的 某 个 函数 
ffEFLC0,2m 的 存在 性 。 另 一 方面 ,在 1966 年 ,Carleson 证 明了 ,如 
果 7E 天 (0,3r) ,那么 它 的 Fourier ILE Ahab, IX PARR 
刻 的 结果 由 Hunt 在 1967 年 推广 到 了 对 每 个 函数 FE C0,27) ,gp 
>l, 
本 章 给 出 了 Poisson 求 和 公式 较为 广泛 的 讨论 ,因为 这 个 公式 
的 若干 改变 在 本 书 中 到 处 都 被 使 用 。 


第 三 章 

H O Fourier 变换 首先 是 Gabor[53] 使 用 Gaussian 函数 作为 
窗 函 数 引 入 的 。 这 就 是 为 什么 还 称 Gabor 变换 的 原因 .在 工程 技术 
文献 中 ,不 限制 使 用 Gaussian 函数 的 这 个 开 窗 过 程 , 也 称 为 得 时 
Fourier 变换 (STFT) , 见 Paubeehies[20,50],Mallat[57., 书 [16,17， 
18,19] 中 的 一 些 章节 和 其 中 的 一 系列 参考 文献 。 涉 及 使 用 标准 差 
定义 窗 沙 数 的 半径 宽度 以 及 测 不 准 诛 理 讨论 的 材料 ,读者 可 参考 
上 述 相同 的 资料 , 正如 前 面 所 述 , 当 我 们 认为 一 个 靖 数 属于 LARY》 
时 ,我 们 实际 基 指 除了 在 测度 为 零 的 集合 外 ,函数 等 价 类 的 表示 是 
恒 等 的 。 特 别 是 , 当 可 能 时 ,我 们 总 是 使 用 一 个 连续 函数 的 代表 作 
为 窗 函 数 。 为 了 从 调和 分 析 的 观点 作 进一步 的 讨论 和 参考 ,还 可 见 
Champeney[2], 
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正如 像 第 一 章 的 注释 所 述 .Grossmann 和 Morlet(5413| A T 
分 小 波 变 欣 , 其 中 在 基 小 波 ( 也 称 为 母 小 波 ;} 上 强加 了 容许 性 条 件 
公式 (3.3.1)。 了 积分 小 波 变 挽 的 六 离散 的 形式 在 Mallat 关于 图 象 
压缩 的 工作 中 已 经 证 明 是 很 月 用 的 ,在 这 个 工作 中 第 一 次 使 用 了 
零 交 丸和 后 来 使 用 了 在 二 进 尺度 等 级 上 积分 小 波 变 换 的 小 波 极 大 
Cot PHA). J Mallat 与 Zhong[61,62j 和 Mallat 与 Hwang[ 80] 
的 研究 。 在 这 方面 ,稳定 性 条 件 公式 (3. 4.6} 对 于 Mallat 与 Hwang 
[60] 引 入 的 反 演 公式 3. 4. 14)7 是 至 关 重 要 的 。 使 用 Littlewood- 
Paley 的 恒等式 对 二 进 对 候 的 表征 在 Chui 和 Shi[L38] 中 给 出 了 。 

框架 的 柱 伪 是 由 Pufiin 和 Schaeffer[511 引 入 的 ;而 Daubechies 
L120,501 进 行 了 相当 详细 的 研究 . 例子 3. 18 也 归于 Daubecnies。 使 
用 于 由 框架 后 成 的 道 啤 射 的 无 界 竹 的 讨论 中 , 开 上 映射 原理 在 算 子 
理论 中 是 标准 的 ( 见 Dunford 和 Schwartz[3],Vol. 1,P57), EEH 
稳定 性 性 质 公 式 (3.5. 1894 Chai 和 Shi[37] 中 被 推导 。 注 意 ， 
Frazier 和 JawcfthL52] 在 他 们 关于 吕 变 换 的 研究 中 使 用 了 脱 胀 与 
平移 。 
灶 正 交 小 波 是 Auscher[27j 和 Chui 与 WangL40,41,43 ] 各 自 
独 并 引入 的 ,而 半 正 痰 基数 样 条 -小 波 是 由 Chui 和 Wang 在 [40， 
43j 中 首先 物 造 的 。 公 式 (3.6. 18) 中 的 规范 正 交 化 过 程 是 由 于 
Schweinler 和 Wigner| 66 1 的 结果 ,所 以 称 为 Schweinler- Wigner 正 


第 四 章 
桩 条 分 析 是 一 个 已 建立 了 的 科目 。 对 于 一 元 理论 ,读者 参考 
de Boor[10], Nurnberger[137, Schcenbera[14]# Sechumaker [15]; 
对 于 多 元 的 研究 ,参考 Chui[11]j。 具 有 等 中 (简单 ?节点 的 样 条 函 
数 称 为 基数 样 条 函数 ,为 了 进一步 研究 ,读者 可 参考 Schoenberg 
[14.565]。 特 别 是 ,Euler-Frobenius 多 项 式 的 构造 是 在 [14,;55] 中 提 
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4.3 节 中 介绍 的 图 形 显 示 算 法 (算法 4.7? 是 标准 的 分 割 方案 
的 选 代 。 这 里 提出 是 为 了 启发 引出 在 第 5 章 中 的 {小波 ) 重 构 算 
法 。 基 数 BB- 样 条 的 网 算法 (算法 4.10) 是 在 Chui 和 Lai[36] 中 
人 研究 的 箱 样 条 图 形 显示 算法 的 一 元 形式 。 

W i {E t o E l E de Boor 4 Fix (H, de Boor [10] 和 
Schumaker [ 15 ]) #3 44 SL, Neumann 级 数 方 法 首先 是 Chui 与 
Diamond 在 [35j 中 引入 的 ,在 那儿 建立 了 定理 4. 13。 这 里 提出 的 
TU faa (Et A 22 GE CT ah oh C4. 5. 350-64. 5. 36)) 是 Chui 与 Diamond 
[133] 给 出 的 。 基 数 样 条 播 信 的 理论 是 由 Schoenberg 发 展 的 ( 见 
SchoenbersL14,65])。 在 4.6 节 中 ,采用 完 金 局 部 插值 算 十 与 拟 播 
值 算 子 的 “Boolean 和 ”提供 的 局 部 插值 公式 的 构造 是 Chui 与 
Diamond 在 [34]rh 引 入 的 .这 个 题目 的 指导 性 研究 在 Chui[32] 中 ， 
更 一 般 性 的 研究 在 Chui[L31] 中 给 出 。 


SAR 

多 分 辨 分 析 MRA) A EB EA Meyer[83] 与 Mallat[ 5813| 
入 的 ,并 且 由 Mallat 在 [57,59] 中 进一步 发 展 了 。 定 理 5.5 与 5.6 
是 由 于 Cohen[44Jj 的 结果 ， 关 于 -个 尺度 函数 的 支撑 用 它 的 两 尺 
度 序 列 的 长 度 给 出 结果 是 由 于 Daubechies[49] 的 研究 ,并 且 公 式 
C5. 2.6) 中 和 定 叉 的 斥 度 函数 还 是 在 [49] 中 给 出 .借助 证 对 称 零 点 不 
存在 的 最 小 支撑 尺度 冰 数 的 表征 是 出 Chui 与 Wang[41] 给 出 ,其 
中 引入 了 广 文 Evler-Frobenius (Laurent) 客 项 式 的 概念 和 它们 的 性 
质 , 如 定理 5.10 中 研究 的 那些 性 质 . m BY 5 样 条 是 生成 MRA 
{13} 最 好 的 函数 并 且 上 其 有 有 限 两 上 尺度 序列 这 个 事实 也 是 在 -41] 中 
证 明 的 . Æ 5. 3 节 中 ,直接 和 分 解 的 表示 似 平 是 新 的 ,而 5.4 节 中 
的 方法 是 Cohen ,Daubechies 与 Feauveau 在 [46j] 中 研究 的 推广 。 特 
Hl Fe BE OS. 19 中 的 准则 公式 (5. 4.11) 是 新 的 。 样 条 小 波 ,更 一 般 
地 说 , 半 正 交 小 流 的 对 偶 原 理 分 别 是 Chui 与 Wang 43) 4041] 
S.A. BJ. M aE iE Z Caw 24 TE X) JÉ st BE ye GE Cohen, Daubechies 与 
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Feauveau[L46] 中 求 得 。 

如 前 所 述 , 小 波 分 解 与 重 构 算法 基 让 Mallat[58] 中 构造 的 。 这 
里 的 公式 采用 了 [40,48], 线 性 相位 在 滤波 中 的 重要 性 和 线性 相位 
与 对 称 性 之 间 的 美 系 在 工程 文献 中 是 众所周知 的 ( 见 Oppenheim 
与 Schafer[25 P., 5.5 -5 5. 6 节 中 的 讨论 十 Chui 与 Wang 在 
[41j 中 结果 的 推广 。 

对 恤 关 系 公式 (5. 6. 17) 的 通 解 公 式 (5. 6. 39) 是 在 Daubechies 
[49 了 中 对 于 正 交 情形 给 出 的 .一 般 情形 是 在 Cohen,Daubechies 与 
Feauveau[ 46] 中 给 出 的 。 满足 线性 相位 要 求 的 具有 紧 支 撑 对 偶 的 
Wee FE he oh E H Cohen, Daubechies 4 Feauveau 在 [46] 中 构造 
的 。 被 波 器 柜 方 法 是 由 Vetterli 与 Herley[70] 研 究 的 。 


第 六 章 

定理 6.1 中 纵 出 的 插值 样 条 小 波 是 由 于 Chui 与 Wang[ 40] 
HAE GEA Ti BY MRA -f 28 fa] PP? 与 小 波 空间 W? 之 间 的 同 
化 是 在 Chui 与 wangt39] 中 引入 的 .公式 (6. 2. 5) 中 给 出 的 紧 支 撑 
Ze BPE) ee Ca Be ED .连同 公式 56. 2. 10) 中 它们 的 对 偶 , 是 
Chui 与 Wang 在 [L431 中 引入 的 。 然 面 ,6.2 节 中 的 表示 是 完全 不 同 
的 .因为 它 使 用 了 由 第 5 童 的 定理 5. 19 更 一 般 的 结果 。 计算 B- 小 
波 和 它们 导数 的 Pascal 三 角形 算法 PTA) 是 在 Chui 与 Wang[ 42] 
中 引入 的 。 

Euler-Frobenius £ mi 74E Ay $2 aR SE A Sehoenberg165], 阿 样 
条 小 波 分 解 中 关于 误差 分 析 的 材料 取 上 自 Choi 与 Wang 42]. AT 
全 正 性 最 全 面 的 文献 是 Karlin[12] ,而 且 关 于 Polya 频率 序列 的 另 
外 的 信息 可 在 Sehoenberg[14j 中 找到 ,产生 Polya 频率 序列 的 某 些 
线性 PTA 的 定理 6. 21 在 Chui 与 Wang[39] 中 得 到 证 明 , 在 那里 
首先 引入 了 完全 振东 的 概念 并 且 研 究 了 它 与 零 交 义 的 关系 。 
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第 七 章 

第 一 个 非 平 凡 的 小 波 是 由 Stromberg[67] 使 用 样 条 函数 构造 
的 ,例子 7.3 中 研究 的 Meyer 小 波 [64] 是 具有 上 紧 支 撑 Fourier 变换 
ELEZ. MP 7. 1 中 给 出 的 正 交 样 条 小 滤 通 常 称 为 Batttle- 
Lemarie' 小 波 , 因 为 它们 晨 由 Battle[28j 与 Lemarie'[56] 使 用 不 同 
的 方法 各 自 独 立 梅 咎 的 。 然 而 ,这 些 正 交 小 波 都 不 具有 紧 支 撑 。 基 
于 MRA 的 结构 ,Daubechies[ 49] 首 先 构造 了 紧 支 撑 正 交 小 波 。 因 
此 ,她 的 袍 造像 在 7. 2 节 中 讨论 的 那样 有 是 基于 正 交 尺度 函数 的 辩 
别 . 但 这 里 的 表示 与 在 L49j 中 的 有 些 不 同 。Daubechiss zik Ay Hy it 
RAAT ESL 7. 17 中 记述 的 Riese 引 理 。 定理 7. 22 也 由 
Daubechies [49 证 明 . 而 公式 (7. 3. 28) 中 所 述 的 结果 是 由 Cohen 与 
Daubechies 在 [45] 中 建立 的 ， 

小 波 包 ,也 称 为 小 波束 ,是 Coiftman，Meyer，Quake 与 
Wickerhauser[ 47 ] 中 引入 的 。 更 深入 的 资料 林 见 Coifman ,Meyer 与 
Wickerhauser [48], 


H R A 


为 了 能 够 实现 由 公式 (5. 4. 48) 和 (5. 4. DREE A 
和 重 构 算法 ,我 们 必须 加 权 序 列 {a (Win Riad, ob. EH 
(或 两 尺度 ) 序 列 {pa} 和 {9,} 可 以 用 于 绘 出 尺度 机 数 # 和 和 小波 的 图 
(RAZ. 2. 11),(5.2.14)~ (5.2.17) RG 3.40). PRS Ra 
阶 的 基数 8B- 祥 条 #= Ns LUE p= ee. LRA x CG. 8. 3 ~ 
C6. 3. 42 HH KIIRE EAI 


J? = Pui 

Gk m,i 

是 特别 简单 的 ,并且 它 们 的 分 解 序列 
de = Gaye 
lba = ba,s 


BEE ARG. 5. 1) 一 (6.5. 2) 计 算 , 因 为 这 些 序 列 是 对 称 的 ,只 
要 计算 一 半 值 就 足够 了 。 更 详细 地 ,对 于 所 有 EE 巡 , 有 


mk = da,m—k 
tA. 1) 
| Om k = ba, dm 2—E 
和 
| Bm. = Pm ta — 
: ‘ (A. 2) 


(Qk == Om, dm— de 
在 实践 中 ,特别 是 在 基数 样 条 播 值 中 , 线性 与 三 次 样 条 使 用 最 频 
Z ,所 以 ,在 表 A. 1 与 A.2 Pa m=2 与 m=d 给 出 了 四 一 mt 
= 345 « 


bhna 和 p= pap gua 的 值 ， 对 于 序列 的 努 外 的 “一 半 ”, 提 醒 
读者 参考 公式 (A. DFA. 2), 


RAL 样 条 小 波 分 解 序列 


m4 


+l Paya 


0.683 O12 701 88: O. 866 025 103 784 . 893 162 856 314 [1.475 394 519 B92 


0. 316 S87 29% — 0. 316 987 298 108 . 400 680 825 467 D. 468 422 596 G33 


— 0. 118 O25 402 一 小 gaz 050 807 369 - 282 211 870 411 0. 742 O97 698 477 


—0. 084 936 490 539 | Q. 084 93$ 190 339 - 232 924 626 134 |—0.345 770 B90 775 


0.031 O88 G15 246 0. 062 177 826 491 - 129 O83 571 218 |--0. 389 745 530 FOC 


$.d2g 752 G64 O48 |— 0. 022 753 664 247 . 126 457 446 0.196 794 277 30d 


— 0.008 330 242 298 | 0.018 $60 498 395 . O66 420 837 0. 207 690 B38 38C 


. 006 O98 165 652 o. COG 093 165 352 . 067 903 50B — 0. 106 775 833 379 


一 Sores 一 下 
.DD2 232 DES 545 0. G04 464 167 294 . 035 226 101 674 [—0. £11 058 440 711 
i 


001 633 998 $62 |—O. C01 633 998 361 . 036 373 586 0.057 330 932 254 


599 084 $83 |—O. COL 195 169 367 . 018 915 688 0. 059 433 328 39C 


437 828 595 0. COO 437 428 395 019 473 269 — 0- 030 709 700 471 


160 255 388 Q. CAO $25 512 777 010 O66 747 i— 0. 031 811 311 418 


117 315 618 | 一 0. COD 117 315 B18 . 010 424 052 0.016 446 S44 G87 


O42 940 569 |— 0. CHO O85 BBL 139 . O05 387 929 0. 017 028 G29 466 


031 434 679 0. COD O31 434 672 . 005 379 839 — 0. 008 800 289 gas 


011 503 391 0. CoD d23 GIL 782 - 002 883 979 1 — 0. 009 114 745 138 


422 897 |—O. C00 003 422 897 . 002 $86 784 O. 004 710 957 03d 


ue? $90 — 0. C00 005 165 380 . 001 543 728 D. O04 878 941 54] 


2 256 905 OQ. COD O02 256 305 . 001 598 764 一 也 002 621 687 S75 


826 079 | Q. COO 001 652 158 . 00 826 326 ~~. 002 611 GOL 547 
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re 


RA? 重 构 ( 或 两 尺度 ) 序 列 
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A Bl BE H (Finite energy) 7,48,66,217 

TPE hko Oy LY (Finite impulse response, FIR) 28 
移动 平均 (Moving average) 27,28,125,135,216,268,275 
伸缩 移 近 与 移 离 (Zoom-in and zoom-outy 9,12 

[A] FF (Circle group) 29 

预报 -校正 算法 (Predictor-corrector algorithm) 339 
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-T Hf (Sub-band) 336 

& 2 (Support)  23,63,65,72,75,113,115,149,160, 177,178, 
180.183.184, 187 ~~ 189,221, 224, 225, 231, 232, 251-~ 253, 
291,295.319,342,344 f 

Anè lCenter) 9,10,14,67,72,73,74,81~83,87,115 

IEZ: Al (Orthogonal sum) 20,161,336 

jE 28 iE (Orthogonal wacelet) 6.7,9,18~21,100,225,328,338 

1L3# 3% (Sinusoidal wave) 3 

自 对 侦 CSelf-dualy 19,109,105,297 — 

自 回归 移动 平均 (Autoregressive moving average ARMA) 28 

8 EHR EE] CARMA sequences) 28 

直接 和 (Direet sum) 19, 20,21,25,26,160,189, 190,194 

Fa FEA 4} HE (Direct sum decompsition) i641,189, 192,197,342 

tei (Oscillation) 260,287,290,291,343 

H PF Ae Ae (Integral dilation) 3 

整数 位 移 (Integral shifts} 4 
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